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在 我 的 学 术 生 涯 之 中 ， 有 限 元 分 析 这 个 题目 从 一 个 仅 为 概念 性 的 阶段 ， 完 全 发 展 成 为 当 
今 强大 的 数值 分 析 方 法 之 一 ， 我 第 一 次 开始 有 关 有 限 元 模型 和 模型 计算 机 编程 的 重要 工作 是 
在 20 世纪 70 年 代 早 期 ,在 那个 时 期 我 还 没有 意识 到 使 用 此 方法 所 得 的 结果 和 所 付出 的 努力 
相 比 是 值得 的 ， 并 且 等 参数 有 限 元 ，Galerkin 方法 和 更 强大 的 数值 积分 技术 的 使 用 还 是 很 新 
颖 的 .在 那个 时 候 ， 我 还 没有 意识 到 这 些 思 想 对 有 限 元 方法 的 使 用 和 发 展 的 影响 .但 是 随 着 
寺 间 的 推移 ， 我 已 成 为 了 这 个 方法 的 一 个 严谨 的 学 生 ， 并 有 具有 了 一 些 成 功 应 用 它 的 能 力 . 

本 书 是 以 我 多 年 来 为 有 限 元 分 析 初 始 课 程 所 准备 的 笔记 为 基础 编写 的 ， 对 于 那些 具有 结 
构 的 矩阵 分 析 知 识 的 人 妆 说 ， 本 书 对 于 有 限 元 法 的 介绍 有 些 浅 显 ， 我 必须 强调 的 是 ， 有 限 元 
分 析 并 不 是 刚度 方法 或 结构 的 算 阵 原理 的 扩展 . 应当 注意 此 方法 不 是 用 来 解决 工程 问题 ， 而 
是 用 来 解 微分 方程 ， 这 是 一 个 微小 而 显著 的 区 别 . 

本 书 的 重点 是 应 用 技术 而 菲 技 术 与 方法 的 理论 证 明 . 本 书 的 每 一 章 ， 特 别 是 第 二 章 至 第 
六 章 ， 都 有 一 个 特别 的 主题 . 第 一 章 简要 回 感 一 些 特 殊 的 数学 内 容 . 第 二 章 并 始 讨论 
Rayleigh-Ritz 方法 和 在 应 用 物理 领域 中 有 着 广泛 应 用 的 并 具有 各 种 形态 的 一 维 二 阶 微分 方 
程 ， 由 此 说 明 有 限 元 方法 是 数值 分 析 中 Rayleigh-Ritz 方法 的 一 个 有 组 织 的 应 用 .第 三 章 扩展 
到 二 维 情形 ， 其 中 的 问题 用 标准 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 公式 表示 出 来 ， 并 强调 单元 ， 面 积 积分 和 
随后 的 整体 有 限 元 模型 公式 的 形成 .第 二 章 和 第 三 章 的 内 容 偏 重 理论 ， 但 由 于 它们 是 作为 对 
有 限 元 方法 的 更 为 强大 的 现代 应 用 ， 因 此 它们 是 必要 的 .第 四 章 是 叙述 有 限 元 分 析 与 结构 和 矩 
阵 分 析 的 关系 ， 对 于 那些 对 梁 和 柱 的 结构 问题 不 感 兴趣 的 读者 ， 可 以 忽略 这 一 章 . 对 于 那些 
想 使 用 有 限 元 方法 解 含有 一 对 偏 微分 方程 问题 的 读者 来 说 ， 第 五 章 就 十 分 重要 了 . 在 那里 包 
合 有 一 个 能 够 支持 第 二 章 和 第 三 章 所 介绍 的 各 种 方程 使 用 的 基础 数学 知识 的 概要 ， 同 时 第 五 
章 介绍 了 数值 分 析 中 非常 强大 的 Galerkin 方法 ， 并 且 它 是 被 用 来 建立 求解 控制 许多 物理 现象 
的 惕 微分 方程 组 的 有 限 元 模型 . 第 六 章 被 用 来 描述 等 参数 有 限 元 和 坐标 变换 以 及 与 此 有 关 的 
数值 积分 ， 第 七 童 包 含 一 些 实际 应 用 问题 ， 在 附录 中 ， 为 那些 祖 要 了 解 理论 与 计算 机 应 用 联 
系 的 读者 准备 了 一 个 计算 机 独 程 序 ， 同 时 本 书 还 包含 了 一 个 所 述 问 题 的 索引 ， 以 便于 读者 查 
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第 一 章 ”数学 和 背景 


1.1 51% 


在 有 限 元 分 析 中 所 需要 的 数学 知识 可 以 从 初等 变 到 很 复杂 .所 幸 的 是 大 部 分 的 概念 可 以 
通过 适当 的 矢量 分 析 , 抢 阵 原理 和 微分 方程 得 以 掌握 ,这 一 价 和 将 要 回 吴 有 关 的 数学 知识 , 对 那 
些 需要 了 解 玩 多 知识 的 读者 , 可 以 参阅 书后 列 出 的 欧 考 书 日 .在 矢量 分 析 中 包含 了 从 初等 定义 
到 较为 高 级 的 积分 原理 ,涉及 到 的 矩阵 原理 中 包含 了 初等 定义 ,矩阵 运算 和 联 立方 程 组 的 解 ， 
局 时 也 包括 对 微分 方程 的 简单 处 理 . 微 分 方程 对 于 解 用 来 检验 由 有 限 元 方法 获得 的 数值 解 的 
边 值 问题 是 必 族 的 .最 后 本 章 包 括 了 一 个 矢量 分 析 的 讨论 ,得 仅 限 于 笛 卡 儿 张 量 记号 .使 用 管 
卡 儿 张 量 (下 标 ) 所 表示 的 问题 公式 化 出 现在 许多 有 限 元 的 著作 中 ,并 且 常 常 可 使 数学 表达 更 
加 简洁 有 效 . 


12 矢量 分 析 


一 个 矢量 定义 为 可 用 一 个 大 小 和 一 个 与 某 个 坐标 参照 系 有 关 的 方向 来 描述 的 物理 量 . 可 

证 明 使 用 矢量 分 析 正 衫 的 一 个 基本 概念 是 , 空间 中 任意 方向 的 物理 量 可 以 分 解 为 参照 系 中 互 

为 正 交 的 分 量 . 一 旦 确定 了 分 量 , 就 可 以 使 用 标准 的 代数 运算 对 它们 进行 运算 . 本章 就 对 本 书 

中 所 需 村 某 些 特殊 的 矢量 运算 进行 回顾 ,本 章 中 用 小 写 正 黑体 字母 表示 矢量 .图 1-1 中 的 矢量 
为 

a = ait a,j + a,k (1.1) 


HF ijk 分别 表示 沿 z,y,z (ШЕҢ. 
微分 算 子 Y 定 义 为 


V= i+ j+ Zk (1.2) 


由 定义 知 , 这 个 算 子 具有 矢量 特性 , 并 用 来 定义 梯度 , 散 度 和 旋 度 这 三 个 基本 的 矢量 运算 . 当 定 
AERA REH Green 原理 [有 时 被 称 为 Green-Gauss 原理 ) 的 积分 矢量 原理 时 , ка 
算 很 有 用. 


ГЕ] 


有 限 元 分 析 


1.3 ЖЕН 
矩阵 


有 其 有 确定 行 和 列 的 矩形 数组 就 是 一 个 矩阵 .一 旦 一 个 数组 被 定义 成 一 个 什 阵 , 那 它 就 有 某 
些 属 于 算 阵 理论 的 数学 特性 ,在 有 限 元 分 析 中 不 沉 要 复杂 的 矩阵 理论 知识 ,但 是 一 些 基本 概念 
对 研究 有 限 元 分 类 及 其 应 用 来 说 是 必要 的 . 


一 个 数组 可 以 抽象 地 写成 如 下 形式 
ап ар аш аца | 
@21 аҙ 223 Ain 
[A] = (ад аз) аз 77 аз, (1,3) 
Оті “м2 Am3 ser Ama 


本 文中 用 符号 [A ] 表 示 一 个 矩阵 .矩阵 中 的 项 称 为 元 素 , ЗИ М а — л, 使 用 
下 标记 号 ,如 ap EF: ЖААТ.) 表示 列 数 . 式 (1.3) 中 的 矩阵 称 为 т Жа ЕЕЕ АЎ ФО 
m X n ‚т X a 称 为 矩阵 的 阶 .一 个 行 短 阵 定义 为 一 个 1Xx m 矩阵 , 类似 地 ,一 个 列 矩 阵 定 
Ха-бтахі ЕН ЖЕЛІНЕ АА. 
两 个 同 为 m x n 阶 的 矩阵 之 间 的 加 法 和 减法 , 就 是 对 应 元 素 之 间 的 相 如 和 相 减 .不 同 阶 
的 矩阵 之 癌 不 能 定义 适当 的 如 减法 .和 矩阵 乘法 就 是 一 个 害 阵 被 另 一 个 矩阵 由 到 的 过 程 ,写作 
[A][B]; -0t [A][B]I#[B]LA] 9 ЕЗ ГАЈ [В], #КЕВІИ ГАЈЕ, ИТА ЈЕВ Е 
Ж. 
矩阵 除法 并 不 是 对 应 元 素 之 间 相 除 . 但 是 可 以 使 用 矩阵 的 道 , 写作 [&A] !, ЖтЖ ЕБ 
运算 , 这 将 在 后 面 讨 论 . 
交换 抢 阵 的 行 和 列 就 得 到 矩阵 的 夸 置 ,写作 [A]1, 在 下 标 中 记号 , 元素 交换 就 是 
[a ] = [а] (1.4) 
由 它 得 到 
ПАИВІІ" = [p][A JT (1.5) 
对 称 第 阵 就 是 具有 а,-а, ЕЕЕ ЖЛЕ БЕЕК Т ЕЯЛЕЕЛЕЛ,Н Ел 
素 均 为 零 的 方 阵 , 所 谓 主 对 角 线 就 是 从 左上 到 右 下 的 对 角 线 .单位 矩阵 就 是 竺 殊 的 对 角 阵 :所 
有 对 和 角 元 素 都 等 于 1, 而 所 有 非 对 角 元 素 都 等 于 0. 
行列 式 
王 解 行列 式 理论 中 的 有 关内 容 , 对 成 荔 求 解 有 限 元 分 析 中 的 联 立 方程 组 是 很 必要 的 .在 本 
书 中 所 使 用 的 行列 式 当然 指 的 是 方 阵 .作为 方 阵 , 它 具有 -一 般 的 加 xz 矩阵 所 不 具有 的 数学 
ТИЕ. 1.4 中 就 使 用 行列 式 定义 了 矢量 积 . 一 般 地 ,用 2 或 3 阶 行列 式 就 可 以 明白 有 交行 列 
式 运 算 的 概念 ,行列 式 通 常 丰 一 组 数 二 边 用 坚 线 (而 非 插 号 ) 来 表示 .如 果 一 矩阵 表 记 为 [A]， 
那么 矩阵 [A] 的 行列 式 就 可 以 用 |Al, det[A] 或 |deta| 来 表示 ， 
每 一 个 行列 式 都 有 一 个 行列 式 方程 .从 计算 的 观点 来 说 , 获得 高 阶 行列 式 的 廊 程 是 十 分 团 
难 的 .一 个 3 阶 行列 式 的 行列 式 方程 可 以 得 到 如 下 


ап 412 413 


| det Al= |an аш азз| = aad + аузйоз@з\ 


R31 аз) азу 


+ азаа 一 4192343 — азацазу ~ амаа (1.6) 

жт Жк М ЗЕ Н #4 АЭ мок 5 ЕЖЕН. НЫНЫҢ 2 阶 或 3 
阶 行列 式 , 但 不 适用 更 高 阶 的 行列 式 . 

行列 子 式 就 其 从 原 行 列 式 中 去掉 一 行 和 一 殉 所 得 的 行列 式 . 它 也 可 称 为 用 记号 ii 表示 的 
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行列 式 中 某 元 素 的 子 式 . 式 (1.6) 中 |azz| 的 子 式 为 


а “13 


ГМ | = 


аз 033 
它 是 一 个 2 阶 行列 式 . 行 列 式 中 泡 素 的 余子 式 定义 为 Ci = (一 1) 7 1, 其 中 | M, | 是 元 素 
a 的 子 式 .现在 将 谨 方 阵 中 的 每 一 个 元 素 , 代 以 行列 式 的 余子 式 , 就 能 得 到 余子 式 算 人 阵 , 伴随 
з Е ЕНЕ ВЕ ЖЫ. МИЛЛИ ЕЙ ТЕЙ. 
联 立 方程 组 

已 经 存在 许多 方法 求解 一 组 联 立 方程 ,本 书 将 重点 介绍 其 中 的 两 个 过 程 .一 个 联 立方 程 给 
可 以 写成 矩阵 形式 ， 


[A]ix} = Hi (1.7) 
= [ГАК ЖЕЖИШ1х ЗЕН Е EE. A WRI ERDA ACAR Е ARAJN, 
得 到 


APILA] = хі = {xl = ГАЈ (1.8) 
使 用 道 矩 阵 解 大 型 联 立方 程 组 时 并 不 有 效 . ， 

而 有 时 Gauss 消去 法 要 比 求 道 方法 快速 ,因此 也 更 加 有 效 .Gauss 消去 法 是 一 种 组 织 化 的 
方法 ,其 中 将 每 一 个 方程 都 代入 到 前 一 个 方程 中 去 , 直到 最 后 一 个 方程 只 包含 一 个 未 知 量 .从 
最 后 一 个 方程 开始 向 上 运算 ,就 可 以 逐步 解 出 所 有 的 末 知 量 ,此 方法 有 时 也 被 称 为 上 三 角形 
法 ,通过 题 1.16 中 的 例题 可 得 到 此 方法 的 一 个 最 好 的 说 明 . 


1.4 微分 方程 


有 限 元 分 析 是 一 种 关于 一 个 微分 方程 的 数值 解 的 方法 .也 就 是 说 , 没有 微分 方程 就 没有 有 
了 根 元 方法 .许多 工程 和 科技 人 员 是 从 关于 土木 工程 或 飞机 结构 的 结构 分 析 的 一 种 应 用 中 学 到 
有 限 元 方法 的 . 几 十 年 前 有 限 元 分 析 技 巧 的 情形 造成 这 种 形式 .就 像 第 4 章 讨 论 的 那样 , 结构 
分 析 中 经 典 的 刚度 方法 可 在 不 考虑 控制 微分 方程 的 情况 下 推导 出 来 .这 就 是 说 , 推导 刚度 方法 
的 基本 关系 是 以 微分 方程 的 解 为 基础 的 , 但 是 使 用 者 可 以 很 容易 忽视 此 分 析 的 原始 含义 . 关于 
梁 和 框架 结构 的 有 限 元 分 析 可 以 以 能 量 原理 为 基础 而 不 用 考虑 微分 方程 .此 外 , 这 个 错误 不 是 
由 工程 和 科技 入 外 造成 的 ,而 是 在 历史 上 ,没有 强调 结构 分 析 中 的 能 重 方程 与 控制 微分 方程 之 
同 的 联系 ， 

本 书 中 将 强调 微分 方程 ,从 第 2 章 开始 微分 方程 就 与 对 应 的 变 分 函数 (能 量 床 理 ) 联 系 起 
来 .有 限 元 法 可 以 由 多 种 方式 推导 出 来 ,但 是 略 去 推导 时 , 此 方法 昆 身 分 方程 的 数值 解 ,本 书 的 
微分 方程 大 都 是 初等 的 .在 第 2 章 中 考虑 一 个 非常 基本 的 微分 方程 , 在 那里 还 可 以 看 到 同一 个 
方程 可 控制 着 多 个 物理 原理 .大 多 数 初 等 方程 或 许 能 使 读者 熟悉 有 限 元 理论 与 微分 方程 之 间 
的 联系 , 正 是 因为 这 个 原因 , 第 2 章 是 非常 重要 的 .从 实际 的 观 吉 来 看 , 有 限 元 分 析 不 能 用 来 解 
一 维 二 阶 微分 方程 ,然而 对 子 理解 更 复杂 的 分 析 问 题 ,第 2 章 是 绝对 必要 的 . 

微分 方程 的 分 析 解 作为 对 由 有 限 元 法 获得 的 数值 解 的 一 个 检验 是 很 重要 的 , 不然 的 话 ,使 
用 者 如 何 知道 产生 数值 解 的 计算 机 编码 是 正确 的 呢 ? 第 2 章 中 的 基本 微分 方程 有 如 下 形式 


а (а)А (к) На), C(z)A(z) = 0 (1.9) 


其 中 a (xz) 是 一 个 材料 参数 并 可 为 x 的 函数 , C(x) 是 外 部 源 , A (2 E RIN H ШЕН 
数 、 外 部 源 和 面积 是 z 的 函数 , 则 表示 它们 在 单元 之 间 是 可 以 变化 的 . 换 句 话说 ,有限 元 不 用 
来 模拟 在 单元 内 部 变化 的 面积 和 材料 参数 ,因为 它们 被 模拟 成 在 单元 之 间 变 化 的 , 函数 的 形式 
通常 不 子 考虑 , 式 (1.9) 可 写成 一 个 更 基本 的 形式 为 
2 
a s +C = 0 (1.10) 
它 的 分 析 解 是 初等 的 , 然而, 像 这 样 的 初等 解 对 有 限 元 成 功 应 用 是 没有 价值 的 . 式 (2.19) 给 出 


有 限 元 分 析 


式 人 1.10) 的 一 般 形式 ,并 可 以 表示 如 下 
а 0) z 
ж 
ЖЕҢ 2.1,2.3,2.17,218 412.28 中 给 出 了 一 维 微分 方程 的 解 . 题 2.18 给 出 了 一 个 具有 式 
(1.11) 的 一 般 形式 的 一 个 方程 的 解 , 并且 在 题 2.28 中 纵 出 了 一 个 一 维 柱 坐标 系 中 具有 物质 特 
性 改变 的 微分 方程 的 解 . 在 柱 坐 标 系 中 式 (1.11) 的 对 应 方程 为 


a dT ақа „4% B 
ғ tf, FE |- 40) - 0) со (1.12) 


HER IDRE ER- ИЕЛЕ, РЯ ЕН ӨЭЕЕН z, у 坐标 来 模 
氢 .[ 见 式 (3,1) 和 式 (3.2)] 分 析 解 将 变 得 更 为 复杂 并 用 分 离 变 量 法 求 得, 在 题 3.6 中 使 用 经 典 
逼近 和 有 限 元 法 对 第 形 平板 中 稳定 温度 场 的 分 布 进行 了 讨论 . 另外 ,在 题 1.17 中 对 经 典 允 近 
进行 了 讨论 . 题 3.36 给 出 了 一 个 类 他 于 质量 传输 的 方程 , 式 {43.2), 的 理论 解 . 当 在 同一 个 问题 
中 同时 出 更 空 间 和 时 间 坐 标 时, 就 会 出 现 偏 微分 方程 .这 类 偏 蕉 分 方程 将 在 第 五 章 中 予以 介 
绍 , 并 在 第 七 章 中 将 做 详细 讨论 ， 

有 限 元 在 解 看 全 的 常 微 分 方程 或 偏 微分 方程 时 是 十 分 强 有 力 的 . 此 时 耦合 偏 微 分 方程 的 
分 析 解 将 变 成 一 个 挑战 .弹性 方程 是 一 个 用 有 限 元 法 进行 研究 的 早期 题 目 之 一 , 并 且 在 二 维 或 
更 高 维 的 情形 下 总 是 一 组 炮 合 方程 .第 三 章 将 给 出 在 稍 卡 儿 和 柱 坐 标 系 中 的 这 些 方程 ,第 三 章 
жя ~ БЕТПЕ ЕК. 

齐 次 微分 方程 出 现在 数学 物理 中 , 它 给 分 析 者 提出 了 一 个 不 同 于 非 齐 次 方程 的 挑战 .由 此 
得 到 的 分 析 被 称 为 特征 值 问题 . 解 微分 方程 特征 值 问题 和 代数 特征 值 问题 的 方法 能 在 许多 教 
科 书 中 找到 ,第 七 章 中 将 给 出 几 个 重要 问题 的 公式 和 初等 有 限 元 的 解 


1.5 БЕЛЛЕ 


В Л aki Si лє 5] Ж ВИЕ 6 АЧ ЗО Е. ЕЛЕНЕ 
ЕЛЕР S Pk T ЖЕЕ 9105, И ЕЕ АЧГ ТИН ГЕККЕ И, 
但 是 读者 必须 记 住 这 种 记号 只 对 经 典 的 r, у, z 坐标 系 有 效 .本 书 中 当 表 示 --* 个 用 有 限 元 法 进 
行 模拟 的 问题 的 控制 方程 时 , 为 方便 起 元 就 使 用 笛 卡 儿 张 最 记号. 另外 ,一 旦 分 析 者 对 有 限 元 
模拟 熟悉 时 , 就 可 以 直接 想像 出 一 个 以 矢量 方程 为 基础 的 矩阵 有 限 元 方程 . 

想象 一 个 标准 的 r, y, z 坐标 系 .不 使 用 г.у, 面 把 坐标 称 为 Жү T, Eys 其 中 x=, 
2 一 yz3x( 符 号 表示 相 局 的 意思 ) ТЕ т, у, z 系统 中 任何 矢量 都 可 以 写成 f= уі уі 
+ К.Е ztz2yz3i 系 统 中 相似 的 矢量 方程 度 写 成 = fit fj hk 在 写 矢 量 方程 时 下 标记 
号 是 必要 的 


-8 Ela) - yla) +С =й ал 


Бўй + fj + fsk=> f; (1.13) 
Fih i Ж 1,2,3. ЖЕЛ Е а EM ЕЖ. 由 矢量 的 数学 定义 知 , 一 个 矢量 可 
归 奖 于 一 阶 张 重 ,虽然 可 以 定义 高 阶 张 量 , 但 是 在 矢量 分 析 中 没有 与 它们 对 应 的 量 .然而 ,所 有 
的 矢量 运算 对 任意 阶 的 张 生 都 适用 ， 

有 两 种 基本 类 型 的 下 标记 号 , 排列 与 求 和 ,排列 下 标 如 同 在 式 (1.13) 说 明 的 那样 对 应 坐标 
方向 ,并 且 一 个 不 重复 的 单一 下 标 隐 含 三 个 量 , 每 一 个 对 应 一 个 坐标 方向 , 一 个 重复 的 卡 慰 隐 
含 求 和 ,并 在 题 1.18 中 加 以 说 明 . 关 于 空间 坐标 的 偏 微分 可 以 用 在 要 求 微分 的 变量 后 加 一 个 
逼 导 来 表示 ,这 将 在 题 1,19 中 加 以 说 明 .对 时 间 的 微 商 可 用 在 变量 上 加 一 点 来 表示 . 

在 张 量 分 析 的 数学 理论 中 坐标 变换 起 了 一 个 重要 作用 . 矢 其 的 初等 定义 是 基于 任何 一 个 
具有 数量 和 方向 的 物理 量 都 可 以 表示 为 一 个 矢量 的 这 样 一 个 想法 .除了 这 个 基本 定义 ,矢量 是 
存在 于 所 有 的 坐标 系统 之 中 ,并 在 这 些 坐 标 系 之 间 必 存在 有 效 的 坐标 变换 关系 ,使 得 变换 后 的 
矢量 仍 为 和 拓 基 .第 三 章 中 使 用 年 阵 来 讨论 誉 标 变 卉 , 坐标 变换 第 阵 不 是 -- 个 张 量 , 因为 它 不 具 
有 任何 允许 在 坐标 系 之 闻 变 换 的 性 质 .在 题 1.20 中 给 出 本 章 的 其 他 的 一 些 讨论 . 


第 一 章 ”数学 背景 


1.1 


1.2 


1.3 


例题 详解 


一 个 位 署 矢 有 量 起 始 于 由 坐标 (10,15,5) 定 义 的 空间 点 P, 终止 于 由 坐标 ( —2,5,3)Е УХ 
的 空间 点 Q, 如 图 1-2 所 示 . 试 用 矢量 加 法 和 减法 的 概念 来 确定 这 个 位 置 矢量 的 分 量 并 
计算 其 大 小 . 

E Ep 定 闵 位 置 拓 其 rp=]0t+15j+5k 和 rw= -2i+5j+3k, 由 图 1-2 可 以 写 如 下 矢量 方程 


ro = ТР + Гра # rm = Фо – гь (а) 
替换 成 分 量 并 相 加 就 得 所 求 结果 ， 
reg =- 12í = 10j — 2k (b) 
比 时 矢量 的 大 小 就 是 它 的 实际 长 度 
lre 17 [{- 12)2 + (- 102 + (- 22]12 = 15.7 (е) 


Р(10,15,5) 


B 1-2 图 1-3 


定义 一 个 单位 矢量 并 计算 图 1-2 中 由 P 点 指向 Q 点 的 单位 矢量 的 分 量 . 

НЫ къ 单位 矢量 就 是 具有 单位 大 小 的 矢量 ,单位 矢量 的 分 量 必须 满足 关系 
| (a) 

其 中 wy wy 和 as 分 别 是 单位 矢量 在 *,y, z 方向 上 的 分 其 ,使 用 图 1.2 中 的 位 置 关 量 来 计算 单位 矢量 


的 分 量 .在 图 1-3 中 的 局 部 坐标 系 下 使 用 由 ,6, fü, 来 定式 位 置 矢量 ro- Н re 表示 矢量 的 大 小 , W] 
矢量 的 方向 余 缠 定义 如 下 : 


Qs _ — 12 
cos8, = Е = 二 =-0.762, умы = rsocos8, 
r 二 10 
соб, = ет -162--0-695, қ = расов, (b) 
ro, 0-2 
cost, = ты = 155 = - 0.127, ЫТА 
把 矢量 写成 如 同 式 (1.1) 中 的 分 量 形式 ,并 代 换 式 (h) ， 
Гра = rlt reod + еро, К = ғрұ(совд,і + совб,ј + созӣ, К) (е) 
ROME Ы 
Гра = riti + uj + и, К) = rpou ” (а) 
并 且 方 向 余弦 就 是 单位 矢量 的 分 量 , 则 有 
п--0,7621- 0.635j — 0.127k (e) 


很 容易 证 明 式 (d) 满 足 式 (a). 
定义 两 矢量 的 标量 积 ,并 用 定义 计算 图 1-4(b) 通 过 点 B 的 矢量 f(f= - 20i+ 5] + 12k) 
的 分 量 .并 用 矢量 形式 写 出 结果 ， 


# ¿F 图 1-4(a) 可 说 明 标量 积 或 点 积 , 由 定 尺 知 它 是 一 个 数量 ， 由 下 式 给 出 
a-b = a(ñcosQ) = h - a = A(ucos0) 


жт 


ВИОЛА ео TP В aa А 9 B Шу k ht. 2801.2 КЕН. 
f- u= (— 201 + 5) + 12k) аз 6 
= [(- 20)f4) i+ (CSIC J+ (12) 6)k К] # 7.81 =- 17.5 
Ей з= (1)(1)cos0= 4; 类 似 地 ,ij= (1) (1) соз(л/2) =0 等 等 . 


В(43, -6) 
„= а 
1 


14 定义 两 个 矢量 的 矢量 积 , 并 用 定义 计算 矢量 积 axb, 其 中 a=2i+3j+kb= -i+2j- 


4k. 
2205 


8 
В 1-5 
解 ке 图 1-5 订 说 明 矢 量 积 或 尺 积 ,由 定义 知 它 是 一 个 由 下 式 确 定 的 矢量 
ах b = a(B5sin#) (a) 


КЫА ТЕ а 23 bsin0 确定 的 平面 .由 bxa пва ААА, НЕКИЕ. Е 
RR ЕРДЕН 2 


-1 2 -4 
= {—12-2)ї#+(-1+8)у+{4+3)К 
= – Hi+7?7j + 7К 
由 它 得 到 jxji=tl)fl)sn0=0; 相 似 地 ,ixj= 
(1)(1)sin(x/2) = k, ЕЕ r, у 平面 的 单位 法 失 
其 .另外 ,jx1= -ixj= -k. 
1.5 计算 在 z, y 平面 上 由 ziyy кә, уз 确定 
的 线段 单位 法 线 矢 证 的 分 量 , 如 图 1-6 所 
Ж. 
МН ЕР 由 矢 基 积 的 定义 ,上 xa 是 一 个 垂直 于 
和 #8 确定 的 平面 的 矢量 ,其 中 kk 是 z 方向 上 的 单 
位 矢量 ,如 图 1.6 所 示 
j j k 
0 0 1 


12-41 уу-уу 0 


Еха- 


=- (yz — y+ zz- к) 


平行 于 kxa 8 f ИЕ 
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1.6 


1.7 


1.8 


1.9 


Ay ypi + (22 = zi) 
[буз = у1) + (ха 2р 


可 以 由 图 1.6fb) 说 明 上 述 结果 . 
ЖЕ 1-7 所 孙 , 三 点 可 由 定 一 个 平面 一 角形 ,使 用 矢 荐 分析 推导 一 个 根据 点 的 坐标 袁 示 
的 三 角形 面积 的 表达 式 . 


解 ëm 在 图 1-7 中 所 示 的 那样 定义 撩 生 a 和 bb 和 角度 9. 三 角形 的 面积 是 二 absing, 并 由 题 1-4 中 
的 式 (a) 知 面积 可 以 写成 


i i k 
1 ij- у 0 
А- zax h = 2 туо ту 32 Yi 
Ty ү 233 у Ü 
= Hlaz ri)(s yi) - (3 zi)(yz с yi) lk (a) 
2 


上 面 的 结果 显示 面积 具有 矢 其 的 特性 ， 
定义 一 个 标量 函数 的 梯度 . 令 A Ay ENRERE V (Ay) = $ Vo + Уф. 
解 Ke шш; 的 梯度 定义 为 


ра а а +j - 3% 
% = зд t ау! + 24) $ = i ШЕК 22 ба) 
相似 地 
ME EA A 


- эзе E e k) + | 2+ BE a Ai) „у, и (b) 


矢量 函数 的 散 度 定义 成 Y va, 我 们 是 用 标量 积 的 定义 来 讨论 这 个 矢量 运算 
Ж EF 由 式 (1.1) 和 式 (1.2? 有 


3. 4 2 N 
V-as (Zie I+ Ea) -lait agt ak) (a) 
За да, Ja, 
= — — ШЕ 
= э * зу + ЕР (b) 


РЕ РУ ЖЕШЖ а E.B Y ataV. 
散 度 原理 , 有 时 也 称 作 Gauss 散 度 原理 ,能 用 矢量 标记 写 为 (Spiegel, 1959) 


[отаву = f a+ nds (a) 
v 45 


其 中 是 作用 在 体积 (区 域 ) у 表面 (边界 ) 上 :的 单位 外 法 线 矢量 . 式 (a) 简 单 地 表明 区 域 
中 物理 量 a 的 变化 等 于 通过 边界 流 进 或 流出 的 物理 量 . 使 用 散 度 原理 推导 Green -Gauss 


有 限 元 分 析 


1.10 


1.11 
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原理 和 有 限 元 概念 的 应 用 
# ЕР 在 许多 教科 书 中 都 有 Green-Gauss 原理 推导 .而 为 推导 有 限 元 模型 的 Galerkin 方法 是 一 个 令 
人 感 兴趣 的 应 用 .考虑 一 维 情 形 和 如 下 后 数 的 导数 , 其 中 可 以 看 成 为 常数 


ЕЗЕТ (b) 
在 区 间 a 到 5 上 积分 
[il y) dz = ЗЕ g бае tael 69 24, (c) 
жил E E COE 
a 86а = af af a) = e (а) 
把 (d) 代 入 到 (c) 并 重新 组 合 各 项 : 
|" “а ЕЛЕ 88 dogy (e) 


在 一 维 情况 下 , 可 以 使 用 分 部 积分 法 得 到 (e) .但 是 上 面 的 推导 可 推广 到 2 维和 3 维 情形 , 为 此 散 度 理 
论 将 变 得 十 分 有 用 . 
令 式 (a) 中 的 a 等 于 一 个 标量 g 与 一 个 矢量 的 乘 ,并 代 人 到 式 (a) 中 


f Ve шау = | pn nas (í) 
将 矢量 恒等式 V.(Bh)= ВУ b+ V8'b 代 入 到 式 (0) 中 就 可 得 到 期 望 的 结果 ; 
f 8V: bav = | gb- nas | va. bav (а) 


式 { 的 是 使 用 矢量 分 析 的 一 个 经 典 结果 .在 有 限 元 理论 中 式 (e) 是 式 (g) 的 扩展 ,其 中 的 上 和 少 代表 播 
АЖЕ РЕ. 


设 有 下 面 的 矩阵 , [A] 是 3x2 3EBE.[B] 2х2 ШЕ, РЕ OEI Pa E. 

Ж ғ 当 [A] 的 行 数 等 于 [B] 的 列 数 时 可 以 定义 矩阵 的 乘法 [AJ[B].[A] 的 第 1 行 逐 项 地 被 [B] 的 
第 1 列 相 乘 就 得 到 积 垂 阵 的 1, 1 Ж ДАН 1 行 被 [B] 的 第 2 列 相 乘 就 得 到 滋 积 矩阵 的 1,2 元 
素 .结果 如 下 面 所 示 . 有 时 候 为 方便 起 见 , 常 把 [A] 写 在 [Bj] 的 左下 方 以 便 由 过 [A] 的 行 的 水 平 线 与 过 


[B] 的 列 的 简直 线 的 交点 就 能 确定 笋 积 惩 阵 相应 元 素 的 位 置 .特别 当 用 手工 计算 矩阵 匀 法 时 这 个 步 
又 是 很 有 帮助 的 . 
[i> М 
[B] = bn 52 


ап аур jann + арад ацёр + ob 
ау а»! |албӛп t азё азёр + аубу 


ің яз 


[A] = 


azabu 十 agba азёр + азё 


一 个 mx n Ж Уахап х p 矩阵 .显然 对 于 上 面 的 [A] 和 [B] 而 言 ， (ВЛА) 
不 存在 . 


假设 一 个 标量 函数 定义 为 


$ = Nifi + N>$; + Nafa = > Ná, (a) 

把 š 写成 矩阵 形式 ， 
解 EF 定义 N=[N]=[N м; N,]#l%=—[#]=[% % 和 和]. 为 获得 式 {8) 的 结果 , 算 阵 方 
程 必 须 构 造成 下 面 的 等 价 形 式 之 一 . 

$i 

%- [NJ]1#} = [NJ[#$]" 三 ІМ, №; walt- ІМ, N; КЕЛЕ #› Ы 

$; 

一 个 行列 式 的 行列 式 方 程 可 以 由 行列 式 的 余子 式 得 到 . 设 一 个 3x3 阶 行列 式 
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ай 4р ав 
ад йу an (a) 
ай аз аз 
由 余子 式 可 以 写 出 行列 式 方程 
а арі ар Таз (+ ац l ац | (b) 
其 中 |a; 是 余子 式 且 az 是 对 应 的 行列 式 元 素 , 展开 式 (b), 可 以 看 出 它 等 价 于 式 
(1.6). 


Ж БЕ 可 以 使 用 余子 式 的 定义 展开 式 (b) 


аз az an аз ам аш 
ац 


— 213 + als 


аз аз 0з аз 8з ûz 


= ацќазаз ~ азат) — aylanay- anag) + арќалаз 一 омат) 
且 它 是 等 价 于 式 (1.6). 
给 定 一 个 函数 y= ах, 其 中 a 是 一 常数 , 则 dy/dz =2az. 在 有 限 元 理论 中 会 出 现 这 
样 的 数学 运算 , 只 是 在 那里 亢 数 表示 为 矩阵 方程 ,假设 [A] 是 一 个 盖 xx 的 对 称 矩 阵 且 
Еа x1 ER, 那么 等 价 上 面 函 数 y 的 矩阵 方程 是 y= [XI AHX 并 有 у= 
(ХІҢ АЯХІ 


Ж 上 БЕТАЈЕ T 2x2 EBE XE 25 1 ЕВЕ. ПІ, 


Яш бу) т) ҙ 2 
у = [кү z2] = арту + 6425271 + ахх + ayri 


ад aga'i? 
а 
а”. Zanit ati Газ; 
Әлі 
ду 
танді + ayrı + layra 
Әл, 


国 为 [&A] 是 对 称 的 ， kt аут йуу. 则 ， 


afe" ШИЕЛІ 
ад 222 12 


这 一 结果 对 任意 阶 矩 阵 都 适用 ， 
3 1 4 
-1 4 2 
-2 2 一 


给 定 一 个 矩阵 

定义 或 计算 , (a) 和 矩阵 (行列 式 )[A] 的 子 式 , М, (b) 和 矩阵 (行列 式 )[ HARER, С), 
(c) 矩 阵 (行列 式 )[Aj 的 伴随 矩阵 , (d) 和 矩阵 [A 的 行列 式 |A| 的 值 ,和 (e) 答 阵 [A] 的 道 . 
Ж ЮР (a) 元 素 a1; 的 子 式 就 去 掉 第 1 行 和 第 1 列 后 镜 下 的 2xX2 的 矩阵 ; 


[A] = 


Г4 2 -1 2 -1 4 
Mi= 1, 2] ЖМ Mo = | 2 - | Му = L; N 
ri 4 3 45 3 1 
Ма = |, М Mo | > м» = | › | 
[1 4 3 4 3 1 
Ma = La N My = | 1 M My = В 1 4 


(Ы) TR et 的 余子 式 形式 上 可 以 写成 (- D IMul, 8 
Сц-(-04-8-4)--12 co=(Di2+N=-6 Сз-(-04-2»8)-6 


Ca = С-05-2-8)-10 С-(-1)(-6%8)-2 С = (—1)%6+2) = В 
Ca = (- 1042-16) =- 14 С» = (-1)56%4)--10 Сұ = (- 1)5(12 + 1) = 13 
余子 式 的 行列 式 是 一 个 3x3 ЖЕ. 


Жл 


(с) ЕНЕ ГЕ ЕНЕ, Ж 


(СІТ = 


- 020 10 -14 
-á 2 - 10 


6 -8 13 


(4) 行列 式 可 以 使 用 (a) 部 分 中 的 于 式 和 (b) 部 分 中 的 余 证 式 来 计算 . 例如 , 祝 最 项 端的 行 有 


| detA | = (3)(— 12) + (1)(- 6) + (4)(6) =- 18 


(el[A] 的 道 可 以 用 下 式 来 计算 
下 
[a] = LS 
或 
-12 10 -14 
[А] = Ё 2 - вес 
6 -8 13 


读者 可 以 征明 [A] ЧАЈ= [1]. 


方 阵 的 逆 可 以 用 在 解 联 立 方程 .在 题 1.14 中 讨论 的 计算 逆 什 阵 的 方法 在 应 用 上 是 有 
局 限 性 的 ,而 另 一 种 方法 在 计算 机 度 用 上 更 为 可 取 . 宅 阵 的 道 定 义 为 被 [A] 相 滋 后 得 到 


Н ОШ ЕГА] 1, ЕП 
ГАТ ЧАЈ = 1 
ЖЧ АЕ ГН БЕЗЕ. 
[A IH 


(a) 


(b) 


ХОБАТ ЖР ЧЗВ АЛЛЕ AE рр, 对 单位 矩阵 应 用 相同 的 运算 就 会 


FAEERE, 即 
[II A] 
使 用 上 面 描述 的 方法 计算 问题 1.14 中 的 矩阵 的 逆 [A] 1. 


E ке 将 年 阵 写成 加 下 形式 


第 一 行 除去 3 俩 得 第 一 个 对 角 元 系 变 为 1， 

1 0.3333 1.3333 ;0.3333 0 0 

-1 4 2 ` 0 1 ] 
0 


-2 2 -2 :0 
第 一 行当 以 ~ 1 并 用 第 二 行 减 去 第 一 行 后 , a2 变 为 0， 
1 0.3333 1.3333 ; 0.3333 0 0 
[o 4.3333 3.3333 0.3333 1 ' 
-2 2 -2 о 01 
BAFRA -2 并 用 第 三 行 减 之 ， 
1 0.3333 1.3333 ; 0.3333 0 O 
e 1.3333 3.3333 ; 0,3333 1 | 
2.6667 0.6667: 0.6667 0 1 
使 用 第 二 行 对 第 二 列 进行 同样 的 操作 . 除 以 4.333 后 将 对 角 元 减 小 到 1: 
| 0.3333 1.3333;0.3333 0 0 
Ü 


1 0.7692 0,0769 0.2308 0 
2.6667 0.6667 0.6667 0 1 


SIERA 0.333 HAE- 82 ЕТЕ 2.667 并 用 第 三 行 焉 之 ， 


1 O 1.0769 :0.3077 – 0.0769 0 
O 1 0.7692 10.0769 0,2308 0 


0 -1.3843 0.4616 -0.6155 1 


(c) 
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第 三 行 除 以 -1.3843; 
1 0 1.0769; 0.3077 -0.0769 0 
К 1 0.7692. 0.0769 0.2308 0 | 
0 1 0.3334 0.4446 -0.7224 


Т 1.079 FEBS TZ ЕЖЕ-БЖЫ 0.7692 并 用 第 二 行 减 之 : 
{ 0 0: 0.6668 -0.5557 0.7780 


910! 0.3334 -0.112 0.5557 (ау 
0 1 -0.3334 0.4446 -0.7224 
现在 (d} 中 的 矩阵 如 同 (c} 中 的 形式 . 则 [A] 的 逆 为 
0.6668 -0.5557 0.7780 
[A] t = | 0.3334 -0.1112 узт (e) 
-0.3334 0.4446 - 0.7224 


ЭҒЕНЕ АЛД 1.14 ЕЖ ЕЕ iya НЕНІ 2 АГА] A] = [了] 得 到 证 实 . 
I Ea АРА а: wv y E 
4|%2л2:-2)-8а-4 
тү*2т›+ х3 -2 
0.51- тэ%4т;-4л4-10 
- 421-212 一 xXx4=0 
W ЕЕ 上 述 方 程 可 以 写成 矩阵 方程 形式 : 
4 2 -2 -9ft 
1 2 1 0|}z 
05 -1 4 allal % (a) 
-4 -2 0 144) :0 
第 1 行 除 以 4. 用 第 2 行 碱 去 第 1 行 .第 1 行 再 乘 以 0.5 并 用 第 3 行 碱 之 .第 1 ШИШ — 4 并 用 第 4 
行 减 之 .结果 为 
1 035 -05 -gft 1 
0 15 15 21) |1 ， 
0 -125 4.25 5 }|)у, 9.5' 
Ü -2 -Hz 4 ! 
第 2 行 除 以 1.5. ЖЯ - 1.25 并 用 第 3 行 减 之 .由 于 在 第 4 行 中 已 经 出 现 了 0, 因 此 不 需 更 改 ， 
FHRA 


1 0.5 -05 -21fzl 1 
0 1 1 1.3333 х: ]0.6667 
0 0 55 6.6667 I 7 110,3333 
0 -2 -714, 4 
ЖЗНЕРА5.5. 62 EU -2 并 用 第 4 行 减 之 ， 
0.5 -0.5 -2 711414 1 
0 1 1 1.3333 1127 0.6667 
о 0 1 1.2121 | | zy | |1.8788 
Ü 0 -4.57581 lr 7.7576 


第 #4 行 除 以 一 4.5758, Жез {НГ + ЖШ 

кү = 0.0794 z, =- 1.0066 х: = 3.9338 r=- 1.6954 
使 用 分 离 变 其 法 解 题 3.6 ИАА ВЕ isa RENT WB iy 
方程 的 分 离 变 量 法 ,例如 参见 Hildebrand(1962) 


解 е 在 图 3-6 中 措 述 了 这 个 问题 ,并 可 用 Laplace 方程 表示 为 


有 限 元 分 析 


T ZT 
азу т а) 
并 且 Т(0, у) = T(z,0)= T(L,y)=0 M Tir, W= T BREE- ТЕН 
T(z,y) = Xix) Yy) (b) 
并 代入 到 方程 (a) 中 ; 
dx Y _ 
ат? * Хуу = Ü 
将 函数 分 类 组 合并 等 于 常数 : 
1 Ex _ 1 dy _ 
Xa Y м” te) 
由 上 式 得 到 两 个 常 微分 方程 ， 
ФХ ay ФУ zy 
+hX=0 和 dy &2Y = 0 (4) 


йз ЕЗ Ж ЖЕЕ ЯК ЭГЕЛЕЙ ЖЕН B E-A ARAE X= Се". {К АЛГ 
并 得 m .所 以 方程 的 特征 方程 是 mm = tki KT X 的 通 解 为 


X = ИІ аы + B,cos| пла] 其 中 а, = 55 (е) 
由 边界 条 忻 X(0) =0 和 Х(1) = 01891 В, =0, Н 


0 = А, зіп ark.) 
НИЕ У = Се ЗБ 2 个 方程 的 解 .此 方程 的 特征 方程 是 m 一 k= 人 0D, 它 的 通 解 为 : 
Ұ- Desinhl 202, + Dueosh 20-3) 169: 


Ата, 是 先前 定 尺 的 ax/ 工 .由 边界 茶 件 Y(0) =0 得 到 р,-0, ЖНЖ 


T УЕ 2) sid 222) д Е, = Ас, (g) 
"-і ú 


将 最 后 一 个 条 件 T(z, W)= To 代入 到 {g) 中 ,再 利用 三 角 函 数 的 正 交 性 来 确定 Е, ЖЕРІН БІЛЕД 
sinf mmzfL) 并 在 0 到 上 上 积分 . 


N Tosin( re | dr = Г X вз ЗЕДІ ал ] sn| MEE | dy (h) 


HT 


Гез) 0 тт 
" т = п 
由 可 以 从 (中 解 出 E, - 


E,sinh| szw) = 2. Tosinl яла) dz (i) 
计算 出 Е, 并 代入 到 (中 就 可 以 得 到 题 3.6 的 分 析 解 ， 


给 定 一 个 矢量 a 和 lb 利用 数量 积 说 明 求 和 下 标 


Ж її 标量 积 也 常 称 为 内 积 .如 果 有 内 积 的 话 ,就 应 有 外 积 .但 是 由 于 外 积 用 来 定义 高 阶 张 量 , 因 
此 它 不 用 在 笑 量 分 析 之 中 . 失 其 a 与 b 的 标量 积 可 写成 如 下 形式 


a b= (аі+ај+а,к) «(61+ bit bk) = adb, + aÀ, + ab, (a) 
其 等 价 的 张 最 表述 为 
аф, = Уа, = аф T азё + азба (b) 


式 (a) 和 式 tb) 是 等 价 的 . 重复 的 下 标 隐 含 车 求 和 , 而且 求 和 符号 经 常 被 省 略 . 两 矢量 的 外 积 应 写成 
a 起 ,其 中 i 和; 都 是 从 1 取 到 3. 


在 题 1.8 中 已 经 说 明了 一 个 矢量 函数 的 散 度 .使 用 笛 卡 儿 张 量 记号 写 出 相同 的 函数 ， 
М ez 使 用 扳 号 表示 微分 .一 个 标量 函数 的 偏 微 诗 写 为 


ЗА. дА, аА 
YA (a) 


FERARI MEHKE TRECEA A A EH i 是 一 个 排列 下 标 并 隐 舍 三 个 在 每 个 
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а ЕА. 
ЗА JA дА ЭА | 
А, дг, >| 24, "аху ахз! (b) 
-个 矢 景 函数 的 散 度 写 为 Ya->a,,,, 其 中 重复 的 下 标 隐 含 求 和 ; 
д Jaz а 
“ E © 


式 {a) 可 以 与 题 1.8 PARRA. 

第 三 章 中 的 式 (3.14) 和 式 (3.15) 定 义 了 二 维 空间 中 矢量 的 坐标 变换 , 并 在 第 四 章 中 被 
再 次 的 定义 和 使 用 .参照 图 3-2 使 用 张 量 的 下 标 标记 讨论 矢量 的 坐标 变换 ， 

Қ кғ 参照 式 (3.14) 和 式 (3.15), 并 视 其 他 关于 z 轴 的 旋转 , 则 可 把 变换 扩展 到 三 维 .在 zx, y, х 


ӘЖЕНІ €, q z А о 轴 是 相同 的 .并 且 在 使 用 张 基 标记 时 , 对 于 有 投 号 (新 系统 ) 和 无 攻 导 
(上 系统 ) 的 坐标 系 也 是 相同 的 .对 矢量 上 从 旧 淫 标 系 (xl, хо, АУА ЕҚ ХА: 


ул сой sing 0] | f, 
F277= Ë sin@ cos Ü| f; (a) 
уз 0 0 ГА 


f; = а}, (b) 
ЕРИН ЖЕШ 了 来 计算 上 ,因此 变换 a LER- TER, 如同 在 式 (a) 折 写 那样 . 但 是 当 
使 用 张 量 标记 时 , 同 -- 个 变换 才 被 称 为 变换 . 碌 因 是 变换 可 以 扩展 到 高 阶 张 量 情 形 , 但 是 对 高 阶 张 县 
的 变换 不 能 用 延 阵 乘法 来 计算 .参照 式 (b}, HATI E. 
令 i 址 1 并 通过 对 j 的 求 和 展开 了 1 的 方程 
£= Уа, = anfi t anfi + ар) 
令 i=2 并 通过 对 j 的 求 和 展开 六 的 方程 


Ул Уаз, = = aud + ар + as ўз 
令 i=3 并 通过 对 ; 的 求 和 展开 /5 的 方程 


3 
Уз- азу) = = anfi + азуу + азза 
用 相同 的 方法 可 计算 2 ИЕШЕ. МР УОН ЖЕ АЁ} ЖЖ БЕН ВЕЛ А 
Ab KJE 


式 (a) 相 应 的 张 量 表述 为 


£ = аА, (с) 
可 以 对 它 进行 展开 和 求证 . 
三 维 热传导 的 控制 方程 可 以 写 为 
3T ат T 
z ад б ә” “2,254 ч) 
ЖН k, = b, = k, = 上 时 ,能 写 为 
VT = 4 (b) 


(a) 使 用 张 量 标记 写 出 式 (a) 
(b) 使 用 张 基 标 记 写 出 式 (b) 


Ж EF (a) 物质 常数 & 可 以 定义 成 稍 卡 儿 坐 标 系 中 的 一 个 二 阶 张 量 


ku 0 0 
ky = |0 4; 0 ky = 0, Аз (с) 
0 0 Ру 
则 式 (a) 变 为 
k T = Q (4) 


式 (d} 隐 会 一 个 双 求 和 ,并且 没有 排列 项 , 这 就 意味 着 只 有 -- 项 .观察 式 (=] 求 和 即 为 


4434. 
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kuf n t nT z + hka Туу = 9 
(b) T a= Q/k ЮЖ Та, T; t T s= Q/k. 


KE SEXY 
Ой, i=j 
ду = ШЕТ (a) 
由 它 可 知 一 阶 张 量 可 以 写成 
А = д, (b) 


Ж F 展开 上 式 即 可 得 证 .证 明 张 芋 # 与 题 1.20 中 的 a; 有 闫 ,并且 它 还 定义 了 a, МЕННІҢ 
ЕЗЖЕ. 
从 上 面 的 式 (b) 开 始 , ЖИ НП 1.20 PHR (уа, 
я = аһўь = бық 
使 用 题 1.20 中 的 式 (b) 变 换 /,, ањ, 
Qa, f, = дұ), 
(ам, — 3,)f, = Ө 或 алаш = 8 (с) 
任何 有 效 的 坐标 变换 都 必须 满足 式 (c). 
当 使 用 下 面 定义 的 排列 符号 时 ， 
0, Hi jik FSB 1,2,3 的 一 个 排列 
ep = 3+ 1, 当 i,j, 上 & 构成 1,2,3 的 一 个 偶 排 列 
- 1, 当 六 有 构成 1,2,3 的 一 个 奇 排列 
题 1.4 中 的 矢量 积 可 写成 笛 卡 儿 张 晤 标记 形式 , 如 下 


e, = £, a, b, (a) 
Қ Е 使 用 式 (a) 写 出 一 个 矢量 的 卷 积 . 
一 全 矢量 的 卷 积 可 写成 
i j k 
cuf = Vx f = |2/2: 2/2у 2/2; (b) 
f f h 
其 相应 的 下 标 形 式 为 
еб = [Cf32 ~ fa). (fis — fa), Са f1.2)] Се) 
展开 式 (b) 就 可 证 明 式 (ce) . 
补充 习题 


1.24 ”证明 图 1-7 中 的 三 角形 的 面积 公式 可 由 下 式 给 出 


ЕЕ 
А = 2 det 


l + м 
l x; у; 
1 хз у; 


1.25 图 1-8 显 示 了 一 个 三 角 有 限 单 世 ,计算 边 2.3 ЕКЕ. 
1.26 一 个 二 维 有 限 单元 可 以 表现 为 一 个 有 四 个 边 的 四 面体 .计算 图 
/ 1-9 所 示 三 维 有 限 单 元 中 由 点 1,2,4 ДЕЙ ЕШ ЕЙ Д1 {у ФЕ I ht 
的 分 量 . 


1.27 证明 
(2,3) [LAB]] -ТЕТЧАП 
1.28 ”使 用 题 1.11 中 的 结果 , РЕКЕ ЕЩ A 的 散 度 . 


1.29 


1.30 


1.31 


1.32 
1.33 


1.34 


1.38 
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1-9 
一 个 联 立 的 偏 微分 方程 组 为 
Pu p Fe 
Cu гт? + Со ЕЕЕ = А 
Cu = Са (а) 
дщ 24. 
Са 2)2у + Caz Jy? = B 


EF s Bio E 2 ME 
и = [N(z,y)]lur 和 v= [N(z,y)]!s| 
= . 

u = Міні + Nyuz + Nu 和 v = Niv + N;o2 + Муоз 
和 将 tu| 和 1%| 定 义 在 一 个 如 下 的 数组 里 是 理想 的 . 

[U] = [ар и; uy ә) v ЗА 
ИЖ SRI ЕРЕ. 
ЖӘЕ 1.12 并 证 明 ау] дн | - alas] Жауар ЕЗ all| ail| 一 айа + аз оз. ЕФЕ 
式 可 由 任意 的 行 或 列 展开 . 
恨 设 一 个 标量 函数 и)-а(виу, ДОР k, В fla ЖҰПТЫҚ E — n Xx n Si ВІ nxm E 
ВЕ, [uj] 一 m x p EE Е TEEDE Ги). 
对 题 1.31 БӘЛЕ ОУ НӘЈСӘ]. 
在 第 二 章 中 讨论 了 可 以 描述 各 种 物理 问题 的 一 维 微分 方程 ,一 个 描述 热传导 的 方程 可 有 下 面 的 形式 
Ë єт +Q = 0 (а) 

如 题 1.11 假设 T 可 以 写成 


T 
Т-%7,%%:7;-іІһ aI} т! (b) 
2 


其 中 1T1 是 一 个 常量 , 并 且 [g] 是 x 的 函 教 .假设 第 2 个 矩阵 函数 [y]= [y y2], E PLE E тін 
数 .将 式 (b) 代 入 到 式 (a), ЛЕГЛА ЛЕ а 到 5 上 对 > 积分 .用 例 3 rB ËJ (е) МЕНН Green-Gauss 
原理 可 应 用 于 御 阵 方程. 
4 -2 -1 
[A] = |: 1 | 
-1 2 2 


ШШ ЯЕ 

定义 或 计算 , (2) 矩阵 行列 式 )[A] 的 于 式 , Mu, (b) 矩 隆 (行列 式 )[A] 的 余 二 式 , C,,(c) 和 矩阵 (行列 式 ) 
[A] 的 伴随 年 阵 , (4)Ж ЕГА} ЭЖ ТА ЕЯ, Ге РЕГ АТ. 

EA 1.15 中 的 方法 计算 题 1 34ГЕ НЫШ. 


Ява 


= 


= 


= ғә 


ші 


к 


.36 


-37 
.38 


. 39 


.40 
.41 


-24 
.25 
26 


.27 
.28 


.29 


.31 


‚32 


.33 


使 用 高 斯 消去 法 解 联 立方 程 
la+ b+2c-bd=0 
2а-28% с-4а = 5 
а %2:-34--4 
4а%4%-4с% а= ~ 6 
使 用 向 卡 儿 张 量 标记 写 出 县 1.9 PEME). 


在 第 三 章 中 式 (3.4), 式 (3.5) 是 用 应 力 表 示 的 物质 守 忆 的 二 维 方程 .在 三 维 情形 下 应 力 有 9 Toy B, 
并 且 可 用 所 谓 的 应 力 张 量 的 一 阶 张 傣 来 表示 这 9 个 分 其 的 一 个 完 生 集 . 在 笛 卡 儿 坐 标 下 这 些 应 力 可 
用 下 标 =, у, х 来 表示 .在 笛 卡 儿 张 量 标记 中 , 它们 用 下 标 1,2,3 来 表示 ,并 有 如 下 类 推 


бі, уу біту ай 
бы 6, Пи => Зз] 
ry F yy Aey 93] 


522 бі) (a) 


B32 533 


应 力 张 量 是 对 称 的 ,表示 为 ,o, = s 4ге. НАЗ. НАЗ ES HEF A E, ЛК тас 


表示 方程 ， 


二 阶 张 量 的 坐标 变换 是 感 1.20 中 讨论 的 矢量 变换 的 扩展 , 并 可 写 为 


с„ = аңдауту 


证 明 由 从 初等 材料 力学 导出 的 二 维 弹 福 应 力 变 换 方 程 可 由 式 (a) 给 出 . 
在 题 1.7 中 定义 了 一 个 标 基 男 数 的 梯度 .使 用 篆 卡 儿 张 量 标 记 重 写 题 1.7 中 的 式 (b). 
使 用 下 标 张 基 标 记 写 出 题 1.11 中 的 式 ( 们 和 {g) 以 及 矢量 恒等式 VY (gb) = BV b+ VB 


补充 习题 答案 


展开 题 1.65 中 的 行列 式 和 {a) 式 来 证 明 它们 是 相等 的 . 
БЖШ1,5.4-0.61-1),8і 
参考 题 1.5 和 图 1-9.8xb= 121+ 6) +6 


ахһ {12i + 6j бк) 
"ü" laxbl 7 (216)! 
ЖЖ ТАЈ СВ]. РЕ Ж ИГЕННЕ Ж. 
一 矢量 的 散 度 是 YA. 定 义 [Y]= [arac 2/2у 9/3z] 和 [A]=[A。 4，A-], 则 结果 为 [Y] 
(АТ. 
ХХ ТЖВ. 


ИЛ СЛПМ} = (АЧ 
展开 余子 式 并 比较 各 项 . 


Қаз = [u] EBI ТВ]! 


使 用 题 1.31 的 结果 并 注意 [BJ]'[k][B] 是 对 称 的 .参照 题 1.31 则 


a) втквн! 


设 上 是 一 常数 , 则 式 (a) 可 写成 


d 
21601 +Q = 0 (e) 


з ХЕ ТКТ 46/4=2—[d2/4>21, EROS 8 


2 
г] рент 0-0 са) 


HI él RUARC): 


第 一 章 ШРЕК 


4217. 


2 T fi 
ИЕСІНЕ мз] + ИК = 0 (е) 
注意 由 式 (d) 得 到 的 结果 是 一 个 1x1 EBE, н(е в А — 2 x E IX R Ni PN T ЮЕ 
ЖЖ з] Bj Е Фс 
фе а Ti + pik 1% Т)%Ф0-0 
е» Я f (0 
фай Tit gk |7-2 |Т,» фФ-0 


对 两 个 方程 积分 并 应 用 Green-Gauss иы 1.9 КАО, 


-| P шыт, dz -| 5 dhr, dx + gik 1а Til + hh айт; |` 
+ аав = 6 
b А b 
dga, dh dpa, а ат 
-f 45“ іг 1192 -f із" Зд 1217 + yak Дх Т! ñ 
b b 
+ фо 407, даа = 0 
ЕНЕ 
d$; 4$, | dš 4% 
5 s, бз dz <р, а Tı] vik qe vik а Тү °. s| ф\ 
| dya, dé, ара d$ іт „= 5 4% d$ > ‚| ИШ, (a) 
а 2, ЕРІ 2 ағу 2 2! а 2 
k dr «т k ad yak dz ы dr 


式 tg) 就 是 对 式 (e) 应 用 Green-Gauss 原理 的 结果 


1.34 (a) 
1 -4 1-4 1 4 
Ma = | ] м-|, М ма. ,| 
ы-[, a] ме al мъ=[ у] 
a 一 2 2 22 一 -1 2 23 ~ -1 2 
-2 -1] 4 -H Ë 72] 
Ma [ 2 -4 M B _ Му; = 1 1 
(by 


Ca = 9 Су = 15 C33 = 6 
(е) ЕНЕ B: SR E АТ AAEREN ЕЕ, pk 


10 2 9 
[c= |2 7 Д 
3 -6 6 
d) 行列 式 可 以 有 (a} 中 的 子 式 和 {b) 中 的 余子 式 得 到 
| det A |= 33 
е) [A 态 ] 的 逆 可 计算 为 
с T 
[АТ" = l ГЫ 


1.36 ЖЕЖ 


- 18 + ARAH 


2 1 2 - 3 “| 0 
2 - 1 = 4 5 5 
1 22-9 “| -4 
4 -4 1d la -6 
上 半角 矩阵 为 
1 0.5 t -3 {а 0 
0 1 0.3333 0.3333 |j5 | 
0 0 1 шэ c| |-4.1429 
0 0 1 d 10.80 
ШІНа-12.0,5- -8.0, = –8.2,4 – 10.2. 
1.37 
КЕСІМ - СІ 
[adv = | вл -| p, bds 
1.38 


Әсш да, 9а, 
Эх T 3y Эу += 0 


да Әс Әв 


СЕС š 
да да дт 
әх f ay f ду f fe = 0 

НЕКЕДЕ СЕ, 式 (a) 变 为 
gg F fk = 0 ды = ац (b) 


式 (b) 中 第 一 个 方程 称 为 线 动量 平衡 , УС 4 hiik s fi ШЫҒ НЕЕЛ2ОН, АХЖ 
Tini t aa t тазы ДД = Ü 
біл 十 92,2 t sxs + fy = Ü (c) 


база + Фа F casa T fs = 0 


1.39 一 维 应 力 张 量 可 写 为 


Tay уу 
变换 为 
ап ао cos sind 
= | (b) 
an ао 一 Sin 有 cos 由 
用 +=s=1 展开 式 (a) 并 注意 i 和 ;是 1 到 2 得 求 和 指标 
а' = ацанӯи + anauo t арацоз + ayasa 


用 -=1 和 xs*=2 展 开 式 (a) 
абз = аралап + апаат + арамдап + ajaga 
用 +1=2 利 :=1 Жаса) 
9 = аланы + 921912912 + aman t аҙҙа 6 
Hi r= s=2 JE (а) 
an = Nao + 421222012 + amana) + amao 
注意 ca = о. ҚАЗ 
G= 01100828 + тэззїп?@ + 20 sind cosh 
12 = (ox - 011)зіпӣсоѕӣ + zi2(cos20 > sin?0) = а 
сәл aysin ð + azcosz - ӘсіззіпӨсовВ 
1.40 Vf) = yt ga 
1.41 Мі. 中 方程 (人 为 


| ,tp av = | в,а (a) 
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НАДУ. (дЫ) = BV b+ Vg. b Ж 
(65), = Bj + B.P, 
题 1.11 中 方程 {g) 为 


Гау = [вла — | вау 


(Ы) 


`- 39 - 


жж 一 维 有 限 元 分 析 


2.1 引言 


本 章 将 向 大 家 介绍 有 限 元 分 析 的 基本 原理 .在 本 章 中 ,将 把 诸多 工程 问题 转化 为 与 之 等 价 
的 一 维 形式 的 控制 方程 , 并 同时 介绍 相应 于 上 述 一 维 控制 方程 .而且 仅 仅 适 用 于 一 维 问题 的 有 
限 元 方法 , 总而言之 ,这 一 童 将 针对 菜 些 实例 对 有 限 元 分 析 的 基本 内 容 和 主要 方法 加 以 阐述 . 

注意 到 , 采用 有 限 元 方法 可 以 给 出 相应 的 微分 方程 边 值 问题 的 近似 数值 解 .本 章 将 通过 求 
解 微分 方程 的 变 分 形式 ,给 出 微分 方程 的 解 .由 于 物理 问题 的 边界 条 件 是 由 变 分 形式 自然 给 出 
的 ,因此 上 述 问 题 的 变 分 形式 常常 包含 了 某 些 边界 条 件 .为 了 全 于 盖 述 基本 概念 ,本章 中 的 变 
分 函数 将 不 考虑 边界 条 件 , 典型 微分 方程 的 边界 条 件 由 相应 的 物理 条 件 给 出 ， 

本 章 将 具体 介绍 微分 方程 数值 求解 方法 的 所 有 基本 概念 . 而 对 于 那些 由 微分 方程 所 表 东 
的 物理 问题 , 如 果 没 有 与 之 相应 的 变 分 函数 ,其 数值 求解 方法 将 在 后 续 章 节 中 进行 介绍 , 


22 工程 问题 的 数学 物理 方程 


工程 问题 的 控制 方程 通常 由 其 基本 方程 和 平衡 方程 给 出 , 本 节 将 具体 介绍 诸多 不 同 物理 
问题 的 一 维 控 制 方程 ,其 控制 方程 在 基本 形式 上 是 大 体 一 致 的 , 并 采用 与 相关 工程 领域 中 的 用 
法 相 一 致 的 数学 符号 ,从 变 分 原理 出 发 ,可 以 给 出 相应 的 物理 问题 的 有 限 元 模型 . 对 干 质量 、 
J RE A ,温度 以 及 能 量 等 不 同 的 物理 其 ,其 单位 物理 其 分 别 用 M .FL、t、T 和 下 Ж 
Ж. 
一 维 弹性 问题 

在 法 向 应 力 和 轴 向 外 力 的 作用 下 , 直 杆 上 力 的 平衡 问题 下 以 表示 为 一 维 微 分 方程 问题 , 设 
坐标 x 处 的 应 力 分 布 为 ec(z), 截面 积 为 &(z), 轴 向 外 力 为 F(z), 则 直 杆 在 该 处 的 应 力 为 
о(х)А(х), 考虑 到 外 力 对 直 杆 的 作用 , 可 以 得 到 如 下 的 基本 方程 : 


dle(2)A(z)] жуд) = 0 (2.1) 


由 Нооке 定律 ,应 力 和 截面 x MARKEA) e 之 闻 的 疯 系 由 构成 直 杆 材 料 的 弹性 系数 
e(z] 给 出 。 利 用 杨 氏 模 定律 , 应 变 与 轴 向 位 移 w(x) 之 间 满 足 如 下 关系 ， 


а(т)- Elzjs(z) 和 (а) = dutz) (2.2) 


Ж 


或 
а(х) = E(x) йи) 
联合 式 (2,1) 和 式 (2.3), ЗИЯ КЕН uR ЖЕ. 
[сдә HA, AeA) = 0 (2.4) 


上 述 方程 有 两 类 不 同形 式 的 边界 条 件 ;一 类 为 自然 边界 条 件 ; 另 一 类 为 几何 边界 条 件 或 称 为 本 
质 边 界 条 件 , 在 本 书 中 , 关于 w(x) 的 边界 条 件 为 本 质 边界 条 件 ; 关 于 rtz) 的 边界 条 件 为 自然 
边界 条 件 ， 

相关 物理 量 的 单位 :a(z) 为 下 /L2 A(z) 为 L?, F(z) 为 下 /1L3.8 3JL/L,E(r)3BF/L2, 
а(х) L. 

ЖЕНЕ НЕ КЖ КӘ ЛЕКНЕ ЖЕ Л. y B НӨ, [БИРЕ ЧОЛУ HERR 
КЖ ЖЕНШ. ТЇ АН ЛУ НН, IPE J 工 为 常量 ， 则 作用 在 悬 索 上 的 全 
力 满 足 如 下 方程 (参见 题 2.1) : 


(2.3) 


第 二 章 一 维 有 限 元 分 析 


т“). k(z)u(xz) =-— f(x) (2.5) 


这 里 0 ( z) J Sk 38 Ж, v(x ) 5 Ж ТЕЛЕЕ Jr H ЕРНІН, (ху ЕЖЕН, 
БОЗ ЕНЕ. RJ PLK ЛИШ, 知道 8 为 一 个 小 量 . 从 而 可 以 导 
出 感 索 的 基本 几何 方程 , 亦 即 8 可 以 近似 地 表示 为 


_ de 
д = 4: (2.6) 


由 式 ({2.6) 可 以 得 出 , 张力 沿 垂直 方向 的 分 量 为 
F,= та (2.7) 


联合 式 (2.5) 和 式 (2.6), 得 到 如 下 的 控制 方程 : 


r A а)ба) -- f(x) (2.8) 


这 里 关于 w(z) 的 边界 条 件 为 本 质 边 界 条 件 ;而 由 (2.7) 给 出 的 关于 F, ШШ Ж ЖЇР Ө В ЖЛ 
RIF 值得 注意 的 是 , 上述 边界 条 件 应 与 给 定 的 斜率 8 等 价 . 

相关 物理 量 的 单位 ;本 为 F,6(x) 为 L/L,w(x) 为 上 ,f(z) 为 F/IL,k(z) 为 Fi/L?. 
热传导 问题 

从 能 量 宁 衡 方程 和 基本 方程 可 以 推出 描述 一 维 定常 热传导 问题 的 基本 方程 .能 量 守 衡 原 
理 要 求 热 通 量 ç 的 变化 与 外 部 的 热源 Q 相等 , 亦 即 


这 里 4(z) 为 传 热 面积 , Q 的 相反 数 表示 从 系统 传 出 去 的 热量 . 其 基本 方程 (也 称 为 Fourier Ë 
律 ) 为 ; 


(х) =— (г) атк) (2.10) 
这 里 T 表示 温度 , 代表 热传导 系数 .联合 式 (2.9) 和 (2.10), 得 到 如 下 的 二 阶 控制 微分 方 各 
Eleea) “ТА, aAa) = 0 (2.11) 


这 里 关于 T 的 边界 条 件 为 本 质 边 界 条 件 ; 而 关于 g(x) 的 边界 条 件 为 自然 边界 条 件 . 
ЖМ ЕН У, ф(х) ЕЛІ, А (х) 12,0(х) 5 ЕИЗ, T (z) 8 Т,Ь(х)% 
ЕНТ. 


位 势 流 

作用 流体 力学 领域 中 的 一 个 特殊 方面 ,位 执 流 广泛 应 用 于 地 下 水 流动 问题 之 中 .在 上 述 应 
用 中 , 可 以 假设 流体 为 定常 不 可 压 流动 ,从 而 可 以 完全 由 连续 方程 或 质量 守 衡 方程 描述 以 上 间 
题 .假设 面积 为 一 常数 , 则 一 元 势 函数 可 以 假设 为 - 


$lx) =- K(z)h(z) =- К(х)| 12 


| (2.12) 
以 及 


ulr) = —— (2.13) 
ағ . 
АН, 为 流动 速度 , 为 压力 站, = 为 高 度 头 , у 为 地 下 水 问题 中 水 的 KE, p JEH, KK ЖЖ 
透 率 或 水 力学 传导 系数 . 其 基本 方程 由 Darcy 定律 给 出 


ulz) =- к) (2.14) 


上 式 表 明 Darcy 定律 与 由 式 (2.12) 给 出 的 位 势 流 的 定义 是 相关 的 注意 到 一 维 定常 不 可 压 纳 
流动 满足 du/dz = 0, 并联 合式 (2.12) 一 (2.14》, Ж 


4% 
dz? 7 - (2.15) 


. 21 ， 


. 22 · 
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方程 (2.15) 的 解 为 线性 函数 ,因而 一 维 流动 问题 的 速度 为 一 常数 ,然而 , 与 之 相应 的 二 准 问 题 
《2.15) 的 解 却 比 较 复 杂 , 有 关内 容 将 在 本 书后 面 的 章节 中 加 以 介绍 .上 述 问 题 中 关于 的 边 
界 条 件 为 本 质 边 界 条 件 ;而 关于 速度 的 边界 条 件 为 自然 边界 条 件 . 

相关 物理 量 的 单位 ;#8(z5) 为 Lj/iyh(tr) 为 L,K(z) 为 Lii,u(x) 为 Lii. 
质量 输 运 方程 

对 于 大多 数 的 基本 位 势 流 问 题 ,如 果 其 流动 是 定常 的 , 且 控 制 方程 与 式 (2.15) 相 似 , 则 将 
RETRAS. 在 此 类 问题 中 , 质量 方程 的 平衡 将 以 稀 酸 混合 项 的 形式 写 出 .上 述 理论 广泛 应 
用 于 物理 问题 之 中 .特别 的 , 当 把 地 下 水 流动 问题 视 为 位 势 流 问题 时 , 可 以 假设 有 某 种 物质 与 
地 下 水 构成 混合 物 共 同 流动 , 并 同时 在 混合 物 中 进行 扩散 .因而 可 以 将 位 势 流 理论 与 质 攻 扩散 
理论 相 结 合 , 得 到 主要 物理 问题 的 个 较为 全 和 面 的 描述 ,假设 截 曾 积 为 一 常数 , 则 稀释 混合 项 
的 质量 平衡 可 以 表示 为 


иб) TEL y а). ку) = m (2.16) 


这 里 n{z) 表 示 湿 合 物 的 流动 速度 ;C(x)、i(z) 分 别 表 示 稀 释 项 的 浓缩 系数 和 流通 量 ;KK, % 
示 稀 释 项 与 其 周围 物质 之 间 的 反应 速度 ,例如 化 学 反应 ;mm 表示 外 部 的 质量 源 函 数 .其 基本 方 
程 称 为 Fick 定律 ,可 以 表示 为 


нез =- D(z) 424) (2.17) 


这 里 р(х), 联合 式 (2.16) 和 (2.17) 可 以 得 到 如 下 的 控制 方程 : 


аба) СО) AT pee) EW, коса) = m (2.18) 


这 里 假设 速度 xfz) 是 已 知 的 .其 中 关于 C(z) 的 边界 条 件 为 本 质 边 界 条 件 ; 而 关于 流通 量 
ffz) 的 边界 条 件 为 自然 边界 条 件 . 

相关 物理 量 的 单位 :C(z) 为 MATE р(х) ІЛ/, и (х) 1, K, HE, (=) M/ 
L3:. 
电流 

花 电 控制 方程 与 热传导 方程 是 相似 的 .下 面 的 电荷 平 衡 方程 给 出 了 电量 分 布 D(zx) 与 电 
荷 密度 pfz) 之 间 的 关系 : 


MADLE) = p(z)A(z) (2.19) 
这 里 AJEET z 轴 的 横 截 面 面 积 ,电场 E(z ) 与 电势 $(z) 之 间 的 关系 满足 ; 
Elz) =- la (2.20) 
相应 的 基本 方程 为 
D(z) = e(z)E(z) = (а) Ф000 (2.21) 
这 里 e(x) 表 示 材 料 的 电容 ,联合 式 (2.19) 和 (2.21), 得 到 如 下 的 控制 方程 
dleat) Ae рад (а) = 0 (2.22) 


其 中 关于 $ 的 边界 条 件 为 本 质 边 界 条 件 ;而 关于 р 的 边界 条 件 为 自然 边界 条 件 . 
相关 物理 量 的 单位 :P(z) 为 Q/L2, А (х) 12, p(z) 为 QAL3EUz) 为 /gz) 为 
V,e(z=)28 C/ L. 


方程 (2.4) 、(2.11)、(2.15) 和 (2.22) 是 类 似 的 , 而 方程 (2.8) 和 {2.18) 则 附加 了 依 束 于 相 
关 变 量 的 其 他 项 , 并 且 方 程 (2.18) 中 含有 未 知 变量 及 其 一 .二 阶 导 数 项 . 


23 ЖЕЖ 
ЖЕЛЕГИ ИЛЕ ЖАР РЕЛЕ АТАТ) - КӨКСЕУ ЕЫ-НЕЗЕК ШОНЫ Ва À 


第 二 章 ялт 


. 23 · 


911—122, і АН ЕНСЕ. ТЕА Е ТАТЕ ЕН /(х), ӨН 
数 的 小 变 差 6f( z) 不 至 于 改变 席 来 的 汉 落 .研究 变 差 的 计算 并 将 其 应 用 于 有 限 元 理论 之 中 ,将 
涉及 到 线性 代数 、 泛 函 分 析 和 拓扑 学 原理 等 相关 知识 .本 章 将 介绍 变 分 计算 的 最 基本 理论 , 并 
由 此 介绍 如 何 将 弃 函 变 分 用 于 构造 有 限 元 模型 .2.2 节 中 各 方程 的 变 分 范 数 的 用 法 , 与 应 变 能 
量 和 最 小 势能 原理 在 弹性 理论 和 结构 理论 中 的 用 法 是 相 类 似 的 . 

除了 含有 - - 阶 导数 项 的 方程 (42,18) 以 外 ,2.2 节 中 其 他 控制 方程 的 变 分 汗 数 可 以 写成 统 
一 的 形式 . 只 不 过 在 本 书后 续 内 容 中 , 由 于 有 限 单元 上 的 面积 和 材料 弹性 系数 等 项 将 被 视 做 党 
数 ,所 以 上 述 方程 中 的 相应 项 也 将 设 为 常数 . 记 f= Сх), 有 


ло = |2109) + pF 27 Jav (2.23) 


合 有 一 阶 导数 项 的 方程 则 不 一 定 有 相应 的 变 分 函数 , 如 方程 (2.18). 然 而 ,为 了 得 到 上 述 
方程 的 有 限 元 模型 , 可 以 采用 伪 变 分 函数 或 拟 变 分 函数 来 表示 相应 的 控制 微分 方程 , 如果 记 方 
程 (2.18) 中 的 C= C(x), 则 与 其 相应 的 拟 变 分 请 数 为 


рО = (10009) + cu AE + кс -2mC Jav (2.24) 


后 续 内 容 { 见 题 2.2) 表 明 , НР И ОЕ, (2.2350 НАШЕ ИГИ 483138 КУ 
方程 的 特征 变 分 函数 ;而 采用 类 似 的 分 析 过 程 ( 见 题 2.15) 却 不 能 由 式 (2.24) 经 过 适当 变形 导 
出 方程 (2.18) 的 特征 变 分 函数 .不 过 ,可 以 由 式 (2,24) 导 出 方程 (2.18) 的 有 限 元 模型 ,具体 过 
程 详 见 题 2.16. 

一 般 情 况 下 ,变色 格式 中 包含 有 边界 条 件 .因而 从 这 一 角度 来 讲 , 式 (2.23) 的 表示 并 不 完 
Ж. ЖЕТТ, 变 分 函数 给 出 了 函数 与 本 章 中 微分 方程 之 间 的 对 应 关系 ,并 成 为 初步 研究 有 限 元 方 
法 的 必要 条 件 ,有 关 变 分 原理 的 其 他 内 容 将 在 第 五 章 中 加 以 讨论 . 

题 2.2 阐述 了 由 变 分 函数 推导 控制 方程 的 经 典 方法 . 另外 , 题 2.3 阐述 了 由 变 分 函数 推 得 
近似 解 的 方法 .上 述 两 个 例子 是 由 式 (2.23) 推 得 的 , 而 由 式 (2.24) 经 过 类 似 计算 得 到 的 却 是 不 
正确 的 铺 果 . 因 此 称 式 (2.24) 为 拟 变 分 函数 .采用 Rayleigh Ritz 方法 , 将 某 一 近似 函数 代入 相 
应 微分 方程 的 变 分 函数 ,可 以 得 到 该 方程 的 近似 解 .上 述 方法 在 问题 2.3 中 进行 了 介绍 ,这 里 
的 近似 函数 必须 满足 间 题 的 边界 条 件 . 


2.4 HERA 


有 限 元 方法 的 基本 概念 是 指 连续 函数 可 以 近似 表示 为 离散 模型 ,这 里 的 离散 模型 是 由 一 
ЖЕНА 硕 式 组 成 的 , 而 连续 函数 被 分 成 有 限 毁 (或 有 限 片 .有 限 块 ), 亦 即 有 限 个 单元 . 
每 一 个 单元 由 一 个 播 值 本 数 所 定义 ,用 以 刻画 单元 在 端点 之 间 的 状态 . 有 限 单元 的 端点 称 为 节 


2.5 形状 函数 


形状 函数 (也 称 为 形 函 数 ) 常 用 字母 N 来 表示 , 它 通 常 为 插值 多项式 的 系数 .在 某 一 个 有 
н, 不 同 的 节点 有 其 各 自 的 形 函 数 , 它 在 该 点 的 函数 值 为 1, 而 在 该 单元 上 其 他 节点 处 
的 函数 值 为 0, 播 值 多 项 式 和 形 函 数 这 两 个 概念 经 常 交 替 使 用 , 第 六 章 中 详细 叙述 了 二 者 的 区 
别 . 


2.6 刚度 矩阵 


刚度 矩阵 这 一 名 闻 来 源 于 结构 分 析 . 有 限 元 方法 的 单 期 应 用 类 位 于 矩阵 的 结构 分 析 , 用 以 
描述 力 和 位 移 之 间 的 年 阵 关 系 .现在 , 在 提 到 刚度 矩阵 时 , 不 再 考虑 其 应 用 .温度 与 热 通 量 之 间 
的 矩阵 关系 称 为 刚度 矩阵 . 

有 限 元 方法 定义 了 两 个 刚度 秆 阵 :单元 刚度 矩阵 对 应 于 独立 的 某 一 个 单元 ;整体 刚度 矩阵 
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НГ ЕТЕМІН ЕН ЕТІ, 定义 的 是 整个 系统 的 刚度 矩阵 . 
2.7 连通 性 


连通 性 是 措 有 限 元 模型 中 的 一 个 单元 与 相 邻 单元 的 连接 . 在 本 章 中 , 对 于 每 个 节点 处 有 一 
个 未 知 量 的 一 维 线性 两 点 单元 而 言 , 滴 部 单元 上 的 微分 运算 是 主要 的 ,上述 单 元 的 左 端点 的 编 
号 为 1, 右 端 点 的 编号 为 2. 显 然 , 整体 有 限 元 模型 中 的 所 有 点 不 能 都 记 为 点 1 或 点 2. 整体 模 
型 和 闹 部 模型 之 间 通 过 连通 度 息 阵 进行 联系 , 如 果 整 体 模型 中 含有 Ns 个 有 限 单元 ,每 个 单元 
中 含有 N use 个 节点 , 则 连通 度 矩 阵 的 维 数 为 Nux N aa 如 图 2-1 所 示 , 整体 模型 中 合 有 5 个 
用 罗马 字母 表示 的 单元 , 而 局 部 模型 和 整体 模型 之 间 通 过 一 个 如 表 2.1 所 示 的 5 х2 阶 连通 度 
ЖМ. 


单元 


[ п ш IV V 
OQ— — 0  —O O 
жщ 1 2 3 4 5 6 
整体 模型 
e— — 
l 
局 部 单元 
图 2-1 整体 及 局 部 有 限 元 模型 
31 1 图 3-1 的 连通 度 和 矩阵 
_ 局 部 单元 
ЖАНА Ел: - 
| 节点 1 节点 2 
I 1 2 
II 2 3 
Ш 3 4 
F 4 5 
ұ 5 6 


题 2.10 采用 图 示 法 对 连通 度 进行 了 说 明 , 指出 了 各 单元 刚度 矩阵 与 整体 刚度 矩阵 之 间 的 
关系 .对 于 二 维和 三 维 单元 而 言 ,每 个 节点 的 自由 度 都 大 于 1( 即 每 个 节点 处 的 未 知 量 都 多 干 
一 个 ), 其 连通 度 将 更 加 复杂 . 


28 边界 条 件 


在 2.2 节 中 ,边界 条 件 分 为 本 质 边 界 条 件 和 自然 边界 条 件 两 种 .采用 解析 方法 可 以 得 到 类 
似 于 本 章 中 所 介绍 的 二 阶 方 程 的 解 , 只 不 过 这 里 需要 计算 两 个 积分 常数 . 为 计算 上 述 积分 值 ， 
必须 给 出 两 个 过 界 条 件 , 这 些 边界 条 件 通 常 在 问题 的 一 维 定义 城 的 两 端 分 别 给 出 .边界 条 件 一 
般 按 照 未 知 基 的 具体 数学 形式 进行 分 类 . 
在 数学 术语 中 , 本 质 边 界 条 件 也 称 作 Dirichlet 边界 条 件 . 由 方程 (2.11) ,长 为 工 的 等 截面 
均匀 直 杆 的 一 维 定常 状态 的 热传导 问题 , 可 以 表示 为 如 下 的 Dirichlet 问题 
11 +Q = 0 (2.25) 
Т(0) = To #ll T(L) = T. (2.26) 
这 里 的 两 个 边界 条 件 都 是 针对 于 温度 给 定 的 .这 类 边界 条 件 的 应 用 见 题 2. 10 和 2.12. 
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实际 问题 的 Neuman ЛЯ ЖЕМ ЛЛ A A EREA E —И ЕҤ ЭХ 28 [a] ER $g ОУ 
Neumann 问题 ,对 于 热传导 问题 ,其 Neumann 边界 条 件 是 给 出 通 量 所 满足 的 条 件 ,例如 方程 
(2.25) 联 合 [ 见 式 (2,10)] 


4T агі 
Ёр атш) 一 @ 和 ÈL ага.) = gL (2.27) 


这 类 边界 条 件 给 理论 求解 和 数值 求解 都 带 来 了 不 少 困 难 . 只 有 在 给 定 某 一 点 温度 的 条 件 下 , 上 
述 问题 才 是 惟一 可 解 的 .本 书 中 将 不 讨论 类 似 于 式 (2.27) 的 边界 条 件 的 有 限 元 分 析 ， 

第 三 类 边界 条 件 称 为 混合 边界 条 件 .这 类 边界 条 件 相 当 于 式 (2.26) 和 式 (2.27) 的 组 合 ,是 
最 常用 的 一 类 边界 条 件 . 实 际 上 有 两 种 混合 边界 条 件 ; 一 种 情况 是 一 个 边界 条 件 为 本 质 边界 条 
件 ,而 另 一 个 边界 条 件 为 自然 边界 条 件 . 题 2.13 就 是 这 类 混合 边界 条 件 的 一 个 例子 ;第 一 英 混 
合 边界 条 件 , 例如 热传导 方程 的 边界 条 件 为 

к +щТ-Т°”)=0 (2.28) 
这 里 АМАЛ ЖЖ, Т” ЖЕШ RAEE. EAR ЖЕНЕНИН ЖЕЕ ШЇ PR E 
结合 等 于 某 一 已 知 温度 .第 二 类 边界 条 件 可 以 为 本 质 边 界 条 件 和 自然 边界 条 件 ,也 可 以 为 类 似 
于 式 (2.28) 的 形式 .读者 们 需要 特别 注意 这 类 边界 条 件 ,其 体 说 明 见 题 2.14. 


2.9 柱 面 坐标 系 中 的 问题 


诸如 热传导 和 静电 分 布 等 一 维 轴 对 称 微分 方程 与 方程 (2.11) 和 (2.22) 是 相似 的 .与 方程 
(2.22) 相 对 应 的 轴 对 称 柱 面 坐 标 系 下 的 电势 方程 为 
ds “< dë 


Eai rd ет (2.29) 
由 于 此 处 的 定义 域 对 应 于 柱 面 边界 的 周 线 , ЖОШ НОУ ЕК. E.D TA УЫ 
АИЫМ. (2.30) 
与 之 相应 的 变 分 函数 为 
J$) = (8 - 2лурі Jdr (2.31) 
这 里 用 2xrdr CET ау. 
2.10 直接 方法 


直接 方法 通常 用 来 叙述 从 矩阵 结构 分 析 到 有 限 元 常用 概 仿 的 发 展 过 程 .其 主要 目的 是 利 


用 从 材料 力学 导出 的 直 杆 或 梁 问题 的 解法 .例如 材料 力学 中 , 在 定常 外 力 P 的 作用 下 , 直 杆 上 
的 轴 向 应 力 为 a= P/A .将 以 上 定义 与 方程 (2.3) 相 结合 , 可 以 导出 直 杆 在 沿 轴 向 外 力作 用 下 
的 形变 


“- E (2.32) 


ЖШ, 是 直 杆 的 两 端 沿 轴 疝 受 均 色 外 力 忆 作用 时 ,长 度 为 工 的 直 杆 的 整体 形变 , 由 式 (2.32) 
可 给 出 刚 户 称 隆基 于 式 (2.32) 的 推 时 过 程 一 般 包 括 在 术 架 揭 应 力 分 析 之 中 ,这 里 每 一 个 术 架 
可 以 被 视 作 一 个 单元 .外 力 已 通常 为 雁 架 节点 处 的 荷载 . 详 见 题 2.21. 


例题 详解 


21 设 态 索 的 长 度 为 工 , 苛 本 模 基 为 ,作用 在 县 索 上 重 直 向 上 的 外 力 为 f AE h ЖЖЕГЕ 
同位 移 所 满足 的 方程 (2.8); 并 给 出 县 索 的 两 端面 定时 , 其 索 竖 问 位 移 的 理论 解 . 


Ж Er 如 图 2-2 гї, ЖЖ у 轴 的 正 向 向 上 偏 称 .因而 设 荷载 f(z) 和 坚 向 位 移 v(x) 均 为 正 值 . 
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由 小 位 移 理论 可 知 , 悬案 上 的 张力 为 常数 .将 y 方 向 上 的 所 有 力求 和 ,有 


- Tsin + Tsin(0 + A0) + АЗА: — k(z)o(lz)&x — 0 (a) 
小 位 称 理论 表明 singg 和 sin(0 + Agg + 0. 对 式 (a) 合 并 同类 项 ,并 除 以 Ar 有 
TA ааба) =- fla) (b) 
对 式 (b) 中 的 第 一 项 ,有 
М _ П 
màu Az Т dx е) 


采用 相同 的 求 极 限 这 程 , 并 由 图 2-2, 有 


- deln . 
#= 人 (4) 


将 式 (c) 和 式 ( 由 代入 式 (b) 得 到 控制 微分 方程 


2 
т = =) (жуш) =- Қа) (e) 


8 有 (TI) 和 f(z) 为 常 元 ,可 以 得 到 方程 (e) 的 解析 解 .此 时 方程 为 常 系数 线性 方程 , 有 指数 形式 的 解 ， 
相应 的 齐 次 方程 的 解 为 


о{х)н = Се + Ce “^ 


或 
тілін = Asinhlar) + Beosh(az) (D) 
这 里 a*=&/T. 方 程 (e) 移 一 个 特 解 为 
vz)p = É (g) 


С (р), 并 由 边界 条 件 o(0)=0 Ж ¿(L )=0,35 JR] Bi ЖЕ 


Diz) = fleosh(aL) 一 1]sinh(ar) _ f 
x ksinh(aL ) k 


随后 的 问题 之 中 , 将 对 孝 值 解 与 真 解 (h} 进 行 比较 . 
设 热传导 问题 的 变 分 函数 为 式 (2.23), 上 和 外 为 常数 , 则 由 函数 的 变 差 可 以 导出 热传导 
问题 的 控制 微分 方程 . 


М EF FEAR.) ARR: =T, =k, Взе 0 y 千 信 , 则 热传导 同 题 的 变 分 函数 化 为 


nD = f (92) -orlav (a) 


ccsh(az) + £ (h) 


2.3 
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РЕТ Sl), — 09, (а) ЕЁ И 
(Т) = f taleli) зет Jav (b) 
考虑 到 括号 中 的 第 一 项 : 
ЕЛЕЕ БЕЛЕСІНЕ 
-@ |z 
H ka АКУ ЈЫН, sk ET Ж 


ат а 
af 4) = 3:581) 
另外 ,将 体 稻 积分 改写 为 由 关子 截面 面积 的 积分 和 区 闻 (0, 工 ) 上 的 积分 组 成 的 二 重 积分 .注意 到 


| 3А = A, EATA EY 
аст) = [|| SE «9. asr Jade © 
对 第 一 项 进行 分 步 积 分 ,有 
“Тт 


ШОТ) = т) -| ог + т | да: (4) 


对 于 TEMER, ЕБ РЫЗА-КЖ,ШАНАЯ ИШ T(0)= T(L)=0 时 成 立 . 因 此 可 以 有 断定 8T{0) = 
STIL) =0, RE kdT(0)/dr=kdT(L ydr =0, 或 者 他 们 的 组 合 等 于 零 ,从 而 式 (d) 的 第 一 项 为 零 , 这 
也 世 含 了 间 题 的 本 质 边 界 条 件 和 自然 边界 条 件 . 在 余下 的 积分 中 ,由 于 $T 的 任意 性 (并 不 -- 定 为 零 )， 
因此 其 中 的 微分 方程 等 子 零 ,此 即 方 程 (2.11). 

ËT 


ka= (e) 


设 等 截面 均匀 直 杆 的 长 度 为 上 , 在 直 杆 上 各 处 均匀 加 热 , 直 杆 两 端的 温度 为 T (0) = 
T(L)=0. БАЖ Raleigh-Ritz 方法 给 出 问题 2.2 中 讨论 的 一 维 热传导 问题 的 近似 解 ， 
并 将 近似 解 与 真 解 进行 比较 ， 


E БЕ 求解 问题 2.2 КОН (е), 即 


2 

4:--4 (а) 

жЕ ЕЖЕН. kya PUN K ЕЈ 
z 
T=- сас, (b) 

代 人 边界 条 件 并 经 过 适当 整理 , 有 

_ Q(Lz — z2) 

= 25 (e) 


Raleigb-Ritz 方法 是 由 Lord Raleigh(1842 一 1919) 和 Walter Ritz(1878-—19092y ІШУ НІ. МЕН 
W, ЖЕ БОУЫ Ж, ЗАННАН 2.2 中 的 方程 ta), 而 后 经 过 
积分 运算 得 到 中 间 计 算 公 式 .最 后 ,对 上 述 计算 式 关于 未 知 参 数 进行 极 小 化 , 得 到 关于 未 知 参数 的 代 
Кге. 并 通过 求解 代数 方程 组 给 出 未 知 参数 的 解 值 ,具体 地 , 设 


T= еі (9) 
这 里 c, ARAUEN, МАТЕА ЖЕР И ЖАРДА (с), ВОЛИ T — K зі 
Т = су + сэл + саз? (е) 
代入 这 界 条 件 Т(0)-0,Ж с = 0588 T(L)=0 Ж с -ce 志 .从 面 式 (e) 变 为 
Т = cafz2 Lz) (ғ) 
а. ealz- L) (g) 


将 式 (日 和 式 (g) 代 人 题 2.2 中 的 式 (a), 并 用 AÍ қарау, 


428. 


有 限 元 分 析 


2.4 


2.5 


2.6 


2.7 


L 
j= f 六 [ke3(4z2- ата +12) — 2Qrla? ~ Lz)]Ade 
Ü 


或 者 进行 积分 , 并 取 极 限 有 


263 3 
_ А + Аса. (h) 


通过 如 下 计算 , 即 获 得 使 / BRAMA B ca; 


3 3 
21. _ ак. + 491. -0 和 n=- 2 G) 
HAORA, A TT.: 
QtLr - z?) 
T= 2% 


在 本 例 中 , 近 做 解 和 真 解 是 一 致 的 ， 
Ж u(x) 如 图 2-3 所 示 , 求 其 在 u 和 и, 之 间 有 效 的 一 维 线性 播 值 多 项 式 ， 


图 2-3 


E EF 函数 afz) 如 图 2-3 折 示 . 设 在 u, 和 u; 之 间 近 似 于 xfz) 的 一 维 线性 捕 值 多 项 式 为 


u = А + Br (а) 
这 里 A # B 为 常数 .将 边界 条 忻 ulr) S u, H ulr) = u RAER, TART A ABARA 

ну = А + 及 ri 

Hx = А + Br; 


从 中 解 得 A MB, RAR G), GREENA 


нуку нэт t> и] 
А = —— HB = 一 一 一 
X37 T| 3-11 
(b) 
ta — г 由 一 证 | 
н = #1 
Жі- T1 +17 51 


斌 推导 一 维 有 限 元 空间 的 形 国 数 . 

解 те 题 2.4 的 结果 可 以 用 来 扒 导 图 2-3 中 点 x| ДЕЛА. 35 1 ЖЕКЕ ЕЩ 2. 4 ZË 
(Б) и, 的 系数 , 即 N = (z; = z)/(z; = ri) ЖИЕ, 8 2 处 的 形状 函数 是 N. = (r жу) (ә ~ 
zi) .注意 到 ,z= >, BE N, = T, r = z; № = 0:0 1 处 的 N,=0, 节 点 2 处 的 N,= 1. 

推导 基于 形状 函数 和 节点 的 一 维 线性 插值 格式 , 并 将 结果 表示 成 矩阵 形式 . 


Ж ке 利用 题 2.4 给 出 的 插值 格式 和 题 2.5 ЖШ НЫ Ж, 以 及 图 2-3 中 的 记号 , 插值 形式 可 
ң% 

и = Мүиү+ Мэш) (а) 
ЖХІМІ-ІМ, М.Міні-Ги) ua, 则 式 (a) 可 以 改写 为 u=[N] u PEB TES ІЗДЕУІН 
景 ,117 ЈЕУ ФРАЗЕ E. 
利用 Rayleigh-Ritz 方法 ,采用 两 个 线性 插 信 多项式 求解 热传导 问题 2 3. 
解 яғ 如 图 2-4 所 未 , 题 2.4 的 插值 形式 可 四 来 定义 近似 解 .将 定义 域 用 节点 r1=0, za= 工 /2 和 


zs = ПКД 1/2 的 两 个 单元 .以 题 2.4 中 的 式 (b) 为 模型 , 写 出 每 个 单元 中 的 插值 形式 .关于 左 
边 的 单元 , 有 
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2.8 


- 2; 
Li2 


T = T, ЖЕРИ + T,“ 
ЖАЛА Т, =0, 并 注意 到 xl = 0, 有 


关于 右边 的 单元 ,有 


利用 边界 条 件 Ts = 小 并 注意 到 rL, E 


T = 2T, =] 2 < x < L (b) 
жалтатың у 
кү {ят\? . 
ит) = 0) от] © 
将 式 (a) 和 和 (b) 代 入 式 (c), 有 
из 2T} ҒА L |. 2T} Lx 
J(T) = |, (272-207, # jadz А тг -207,5--|Аах (а) 


求 积分 ,并 合并 同类 项 , 有 


_ (_ 2T% аты. 
nD = -a (e) 
әт) 447, QL Ono, _ QL: 
әт; 7 L 2 =0 Ж т; 8: 0 
ЖЕХЖКАЖ(ООЯҚ(Ы,Ж 
r= YU) F<. <L 


НІШ += L/2 时 , 数值 解 是 精确 的 , T(L/2)= QL?/8 ЖІП, = 1,/4 处 的 近似 解 为 了 (LA/4) = 
Оле ПЕН Т(1./4)-301.2/328. 


и? ы? 


设 横 截面 面积 为 常数 的 弹性 村 两 端 固定 , 标 长 为 3L, 弹性 杆 各 处 爱 相 同 的 体积 力 Е 
用 . 试 采 用 3 个 长 为 工 的 线性 元 , 用 形状 函数 (不 用 插值 多 项 式 ) 给 出 Rayleigh Ritz 解 的 
RER. 


解 ке 求解 过 程 与 题 2.7 相似 -参见 图 2-5, 采用 罗马 字母 定义 单元 号 , 同时 采用 阿拉 伯 字 母 定义 
节点 号 . 对 单元 工 , 由 题 2.6 的 式 (a), 有 


ui = Njani + Nisus (a) 


和 


du ЯМ 4р 
dr dr “t ауа (b) 


如 图 2-5(b) 所 示 , 这 里 N11 是 单元 1 中 节点 1 ЖЕ ТЕ RAR, N p RETI PEA 2 处 的 线性 形 
ЖЖ ШИ и, 和 xs 为 相应 节点 处 的 位 移 值 . 式 (a) 中 的 形 函 数 是 关于 * 的 函数 ,而 式 (b} 中 的 导数 
运算 仅 对 形状 表 数 产生 斑 响 ,由 题 2.5 的 结果 ,并 设 针 有 单元 的 长 度 均 为 上 ,有 
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L — = ЯМ 二 1 
Мп T dr L 
т dN 13 1 
Ма= тр ar 71 


жр, йл, л, A 
“ү Мізиз + N rast 


um = Ngssua + Nygata 


这 里 

N = ?&=——< ФМ үз -1 
F 工 dr 1, 
N -2L dNI: _ 1 
Pn L dr L 
N 3L — ж АМ -1 
”ma у dr T L 
N = 21, ау, _ 1 
ыз L ах L 


上 述 形状 函数 如 图 2-5(b) 至 图 2-5(4) PR, 图 2-5(e) 显 示 了 将 形状 函数 进行 组 合并 应 用 边界 荣 件 
后 ,得 到 的 解 的 最 线形 式 . 至 此 得 到 一 个 重要 的 结论 :线性 形状 畏 数 的 一 阶 导 数 仅仅 依 顿 子 单元 的 长 
度 .单个 单元 左 鼎 点 对 应 的 灌 状 函数 的 导数 恒 为 ~ 17 工 ,该 单元 右 端 点 对 应 的 形状 函 数 的 导数 恒 为 17 
荆 . 同 一 问题 中 的 所 有 单元 的 长 度 不 一 定 相 等 , 亿 是 本 便 中 简化 了 形状 函数 的 记 法 . 


将 以 上 各 式 代 入 式 (2,23), 并 由 边界 菜 件 wi = w4=0 有 
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ЕЕЕ 
-ea 
求 积 分 ,并 整理 同类 项 ,有 


і- H 型 
Ju) = ЕА 0922 AfL (uy + аз) (e) 
对 式 人 ec), 关 于 未 知 节点 位 移 取 概 小 值 , 有 
a = EA іше #3 _ AL = 0 (d) 
a БА ЭЕ AL = 0 (e) 


=s (yuk (B Ери FHERR 
БЕРМЕН 9 


ARRI w= JLE, u = JLE. MAARE 


真 解 由 长 度 为 3L 的 题 2.3 得 到 : 


当 z= 工 和 和 x=2L 时 ,近似 解 是 精确 的 .而 在 弹性 杆 的 中 间 部 位 , 当 x = 31./2 时 ,精确 解 为 也 (JL2/ 
Е), 误差 大 约 为 百 分 之 十 一 . 

对 于 与 题 2.8 所 介绍 的 弹性 杆 相 类 似 的 直 杆 , 试 写 出 其 关于 线性 形状 函数 的 变 分 函数 ， 
并 由 变 分 函数 推出 描述 直 杆 状态 的 一 般 模 型 或 单元 刚度 矩阵 . 


# Ep 对 于 长 度 为 上 的 单元 , 变 分 函数 可 以 写 为 


100) = 1p Se Чада: - fi «лла» (в) 
利用 题 2.6 китин жк онан 
L. T L 
Қа) = 21 tarfa] (EI ФУ ata - A| tal TENT az (b) 


上 式 可 以 改 写 为 如 下 所 示 的 拖 阵 乘法 形式 : 


СА 4Мү/дх | 网 L М 
Қи) = а га ии [El[dNi/dz 4М,/4:1 - dz - AJ Lu из) N. får 


(е) 
在 该 点 上 可 以 将 形状 函数 及 其 导数 代入 式 (c), 并 计算 出 不 同 的 矩阵 乘法 以 及 积分 结果 .该 结 果 类 亿 
于 题 2.8 的 推导 过 程 .不 过 式 (c) 仅 描述 了 矩阵 方程 ,和 用 小 化 过 程 将 由 式 (b) 措 出 .参考 第 一 章 中 有 关 抑 
阵 导 教 的 概念 ,有 
allel dN | I _ 
Jal. А Га [$m aa ~ А ТМЙТ/й = 0 (а) 


ЯВЖ, 进行 气 阵 计算 ,有 


NRE үй НЕЛ- 1/1. мы - fU ш = 0 


Жер ЕИ, 有 
ГЕЛ? - s] | “| р zL 
А, B Е/І? EZ L: luz dr = лр хіі Jaz 


对 上 式 进 行 积分 , 得 到 的 最 终结 果 为 


42%. 


ЖЕЛШ 


[ AE/L а (442) (с) 


-—AE/L AF/L AfL/2 

注意 到 由 于 不 同 有 限 单元 的 面积 有 可 能 发 生变 化 , 面积 因子 没有 从 方程 里 提取 出 来 .等 号 右边 的 项 说 
明 该 单元 的 每 一 个 节点 分 配 到 体积 力 的 一 半 , 式 {ce) 屁 拉 伸 杆 的 单元 刚度 矩阵 ( 革 一 个 单元 的 刚 庶 矩 
阵 ). 任 何 涩 似 方 程 的 刚度 矩阵 都 最 相同 的 , 只 不 过 材料 参数 有 所 不 同 而 已 .最 后 , 矩阵 形式 的 方程 (e) 
为 


Ы 


[K] = !f{ ӘЗ» [Kiu = 101 (D 
此 处 上 标 。 代表 单元 刚度 矩阵 和 单元 应 力 短 阵 ， 
2.10 ”利用 题 2.9 中 给 出 的 局 部 有 限 元 分 析 , 建立 题 2.8 中 所 述 弹 性 杆 的 单元 分 析 和 矩阵 , 并 
构造 其 整体 刚度 矩阵 ， 
# к 该 模型 中 三 个 单元 的 长 度 、 横 截面 面积 和 弹性 模 量 是 相同 的 , 其 单元 刚度 矩阵 由 题 2.9 中 


的 式 (e) 给 出 .单元 工 和 单元 下. 单元 江 和 单元 下 分 别 共 用 一 个 节点 .这 就 是 连通 度 的 概念 .单元 | 和 
单元 正在 节点 2 处 相连 通 .所 有 单元 的 风度 抢 阵 是 相同 的 , 并 组 合成 如 下 形式 的 幕 体 刚度 矩阵 ， 


AEIL | -AEIL и, АЙЫ? 
| и, | [ALI + АЙЫ? 
и, AJLI 


ERA RERI И, EERE E DE 4 阶 方 陆 , 其 中 的 行 和 列 由 单线 分 开 , = 1° Жл ИЕЛЕ Е И 
如 方 栓 中 所 示 .注意 到 ,其 中 第 二 行 第 二 列 的 元 素 值 由 两 个 单元 刚度 矩阵 的 相关 元 来 合成 ,第 三 行 、 
第 三 列 的 元 素 值 与 之 娄 似 .而 整体 刚度 矩阵 中 的 其 他 元 素 值 或 者 由 一 个 单元 刚度 矩阵 的 相关 元 素 给 
出 ,或 者 为 零 . 等 号 右边 的 答 杰 说 明了 均匀 体积 力 荷载 的 分 布 情况 :每 个 单元 所 受 荷载 力 的 一 半分 配 
给 其 上 的 每 一 个 节点 .三 次 使 用 题 2.9 中 的 单元 刚度 怎 阵 (e), 并 将 它们 在 单元 节点 处 进行 连接 , E 
可 以 得 到 整体 刚度 矩阵 .代入 边界 条 件 xi = ws=0 时 ,只 需要 删 去 整体 刚度 矩阵 的 第 一 行 、 第 四 行 以 
及 第 一 列 和 第 四 列 即 可 .由 此 得 到 的 2 阶 方 阵 与 是 2.8 中 的 式 (中 一致 的 , 并 可 以 解 得 相同 的 结果 . 
在 有 限 元 分 析 中 , 边界 条 件 并 不 用 来 删 去 刚度 矩阵 的 行 和 列 。 本 例 只 是 以 此 与 问题 2.8 加 以 比 
较 . 一 般 的 求解 过 程 是 ,将 与 之 相应 的 对 角 线 元 素 普 为 IRERE) 而 该 对 角 线 元 素 所 在 的 行 和 
列 的 其 他 元 素 置 为 零 , 司 时 相应 修改 等 号 右 端 的 征 阵 .该 问题 的 边界 条 件 如 果 为 零 位 移 , 其 结果 为 


1 0 t Hj (0 
EAID 2 -1 0|]; 1 
ЕА = FAL 
5190-12 olha $ 1 


0 0 14144, 
只 不 过 将 零 位 移 边 界 条 件 作 为 该 方程 解 的 一 部 分 . 以 上 分 析 广 法 适用 于 计算 机 计算 .有 关 非 零 本 质 
边界 条 件 的 讨论 将 包含 在 本 章 稍 后 的 合 题 中 . 

2.11 设 惹 索 在 汐 匀 荷载 力 和 弹性 力 的 作用 下 产生 小 位 移 , 试 解决 以 下 问题 
(a) ЗИН ЕЛКА; 
(b) 按照 题 2.9 所 使 用 的 方法 , 对 长 度 为 工 的 单元 ,推导 基于 线性 素 状 函数 的 单元 刚 

ЕЖЕ. 

Ж EE (а) H 2.1 可 以 导出 相应 的 控制 微分 方程 (2.8), ЕО (2.23) rR ER Ра) = vlr) а= 
T,B=k у= Р. 2 ЕГ S 


2 
же) = | HAF s СЕБЕЛЕ (а) 
(b) 对 长 度 为 \ 横 截面 面积 为 常数 的 单元 , 式 (a) 关 于 形 函 数 的 矩阵 形式 为 


де) Af [A ЕГЕТТЕ 


第 一 章 ”一 维 有 了 眼 元 分 析 


. 33 ， 


+ А [ытык ividx - Af ivPINJrydz (b) 


ҰҚО ЖТ |v ARE, Ж 


ша) [Rn var 


[имена = [IN] faz = 0 (e) 
0 0 


通常 情况 下 , H ЖЖТЕП ЖАЛУ EEL ARENS TERN. 20 (с) RE Bin S — mi B! 
最 终结 果 类 似 于 将 题 2.9 式 (e) 中 的 АЕ 替换 为 了 以 后 的 结果 .第 二 项 包括 了 基本 模 基 和 形状 函数 ， 
НЕЕ ард A 


ТОУ zal а, 
2% riL v 
或 
L Каи л “| 
J Ë ағ 
o С - ж)? z2/L2 va 
积 耸 并 合并 同类 项 , 1 šñ ЛЕЕ Е 
[7 кө 
kL/6 RL/ lv 
感 索 发 生 小 位 称 的 完整 的 单元 刚度 矩阵 为 
[ T/L БІЗШЕ и" _ ү, (д) 
-T/L Т/І: he kL/6 kL/3J |v п. 


212 BKE 为 上 ЕАН Ос, 其 两 端 固定 (ui = ос =0), 请 利用 题 2.11 给 出 的 
单元 刚度 矩阵 ,求解 悬 索 的 位 移 问 题 .这 里 T = 600 10, L = 120 in, k = 0.5 Ib/in2, 
和 = 2 lb/in. 
W ЕР 将 已 知 值 代入 题 2.11 式 (d), 构 造 单 元 刚度 算 阵 
25 - 25 М 4 2 N _ Jj24 
5 Ды +t Ë 4 wl (2 
或 
29 -237% 24 
2 ШЕ (4 (а) 
ЯН Ву да з ЕЕ ВЕСА Нр ДЕШЕ Ж, 得 到 6x5 ЕЕ ДЕНІНЕ БЕ, 
9 23 0 0 0 ШЕ 24 
-23 58-93 0 0 oj |ә 48 
0 -B 58 -23 0 0!) оз| Jas 
0 0 -23 $58 -23 ШЕЛІГІ 
0 9 0 -23 58 —23||o, 48 
0 0 0 0 -23 292 |, 24] 
考虑 到 边界 条 件 ,可 以 删 去 矩阵 的 第 一 行 \ 第 一 列 以 及 第 六 行 和 第 六 列 ;也 可 以 采用 问题 2.10 di 
法 ,将 答 阵 的 第 一 行 .第 - ЭЛ ЖОТА АКТ ЯлЖЕ 1, П POREERA 
为 .类 似 的 ,将 右 辣 项 矩阵 的 第 一 项 和 第 六 项 置 为 0. 求 解 最 余 的 联 立方 程 组 , 可 以 得 到 节点 处 的 位 
ЖИН. 
由 题 2.1 中 式 (h) НЗ ЖИЙ Ж ЖК. НІН ИН ЛЕЛ EME 2.2 所 示 . 
2 1]Ь=0,453592 kg. 
Ф lin=2.54 om. 


. 34 ` 


ЕЕ: sú іЯ 


32.2 有 限 元 解 和 真 解 w{x) 的 比较 (单位 in) 


节点 有 限 元 解 B 
1 ШІН, 9.0 
2 1.8548 1.8173 
3 2.5903 2.5444 
4 2.5903 2.5444 
5 1.8548 1.8173 
6 Ип 9.0 


设 直 杆 的 长 度 为 0.2 mr=0 处 的 温度 保持 为 100 TRE, ВУ Q = 3 x 105 WwW/ 
т^ 的 热源 为 整个 直 杆 加 热 , 在 直 杆 边界 处 的 热 通 址 为 98=3x10 W/m, ME > = 0.2 
m 处 以 边界 热 通 量 ç = 1.8 x 105 W/m? 向 外 散热 , 直 杆 的 热传导 率 为 下 =6000 W/(m- 
K). 设 直 杆 的 模 截 画面 积 为 0.4x103 mY, 试 利用 五 个 长 度 相等 的 线性 元 计算 各 节点 
处 的 温度 和 热 通 重 分 布 . 
# ке 这 里 将 引入 三 个 新 概念 ;(1) x+ =0 处 的 本 质 边界 条 件 为 100i 而 不 是 零 边 界 条 件 ; (2) т 
=0.2 米 处 给 出 的 热 通 量 为 自然 边界 茶 件 ;(3) 计算 每 一 个 单元 节点 处 的 热 通 量 . 

将 问题 2.9 式 (e) 中 的 AE/L 和 了 分 别 竺 换 为 ak7 工 MIQ, 可 得 到 单元 刚 竟 矩 阵 .注意 到 , 每 个 
单元 的 长 度 为 0D.2 та/5 = 0.04m.Ag/L = 0.4 x 10 72 х 6000/0.04=60 W/K Ж АОІ.-0.4х1077х3 
x 105 x 0.04 = 48 W, ë ЛИЕ у 


1 
2 
整体 刚度 矩阵 为 
60 -60 0 0 0 97 [tf 24 
- 60 00 -60 0 0 01172 48 
0 -6 10 -60 0 0 J Т, 48 
0 0 -60 120 60 ol 1T [ав (b) 

0 Ü 0 -6D 120 -60|(7, 48 
9 0 0 00-60 602 (т, 24 


节点 5 А НМ Эч а = 1.8>x лаб W/m, 它 可 以 表示 为 如 下 的 边 异 面积 分 ，; 
[Таз (с) 


ХАВ ЖУТ БШ ЛЕР ЖЕУ, А-КЕ НІШ, 25 2 ТЖ УШТ 
包含 的 节点 .事实 上 ,节点 6 就 是 上 述 边 界面 的 位 置 , 而 节点 5 ЖА ЕА. 325 
中 含有 节点 5 各 节 点 6 两 个 点 ,定义 在 边界 面 所 处 的 节点 6 处 的 形状 函数 均 取 党 数值 , 即 N. = 0 ЖП 
Nes=1 ,图 2.5 中 的 单元 由 为 类 似 的 单元 , 该 单元 的 边界 面 位 于 节点 4 处 ,此 处 的 Nys=0, Ni. 
申 式 {(e 定 义 的 边界 面 面 积 为 一 常数 , 对 式 (c) 求 积分 ,有 
| IN ras = N =- }.8(10%)(0.4)(10 af- С | (d) 
由 于 热 基 是 从 直 杆 向 外 传播 前 , ВАН BL S dh (ауатын, E. B TV #E s н 6 处 有 
通 量 ,因此 只 有 第 六 项 发 生变 化 , EIRA 
(24 48 48 48 48 一 的 6]7 (e) 
КОНЕТЕ ЛУ УЯ ВЕ. АЛАН ТЖЕМЕН ОНО, 3 ЕЛУ ЕН TE ria ж 
2 ЖИНА А EAER. ЖЛЕ ГЕ Н ЕЕ, S A ЕАО ЕРЕ ЕРЕН М 
中 通 向 内 部 的 热 寨 和 向 外 的 热 通 量 者 是 影响 因素 . 
节点 1 处 关 7 温 度 约 非 零 边界 条 件 必须 在 公式 中 表现 出 来 .回想 到 题 2.10 中 规定 直 杆 两 端的 
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本 质 边 界 条 件 均 为 零 ,而 与 之 相应 的 刚度 矩阵 的 行 和 列 中 , 除 对 前 线 处 的 元 素 什 为 1 外 , КАЖЫ 
为 零 .而 只 需 将 影响 矩阵 的 首尾 丁 项 用 零 值 代 搞 即 可 ,本 题 中 节点 1 处 的 温度 规定 为 100C ,因此 其 
刚度 邱 阵 和 应 力 答 阵 必 须 加 以 收 改 ,使 得 Ti = 100 能 够 遂 过 求解 方 往 组 而 得 到 . 

该 问题 的 有 限 元 提 法 (b) 可 以 写 为 一 般 的 形式 


Ы Ен ӛз l ЁТ А 
ka Яп ka с ka| |Т; л 
Ед Яш ka Ran | | Ta А 
. J . | _ 4. | (із 
Емі Амо Ry3 U kvvyd l TN ÍN 


如 果 取 в, = 1, 第 一 行 和 第 一 列 的 其 他 元 素 为 零 , 并 取 /, = 100, 则 可 以 解 得 T, = 100. 16444, Ж 
等 于 零 的 T, 将 影响 其 他 点 的 温度 值 .为 具体 反映 这 一 沉 响 ,不 妨 将 方程 人) 的 左 端 纸 阵 衫 莱 , 而 将 
T, 芍 什 代入 到 其 他 方程 之 中 . 设 R= 1, 第 一 行 的 其 她 元素 为 零 ,有 
T+» Ü + Ü + + Ü = 100 
ЕзТ)бЕ)Тұ%с- Tk; fa = fz 1006 
РУТЕ Tat TË Ts = fa~ езі 


+ . + -.. . =. . (a) 
+ + + 十， = 
+ + а.к. = · 


RN Tat Rv Tat o жаққы = fu 100584 
ЖЕЛ ЖЁН (ажы Wp F 08653 ЛН, 3 iS pk Ruh ЛИЕ Bk: tg a a T PL zb R PE bJ ЖН. PE 88: 
Зух BR у 取 为 规定 的 边界 温度 100. 否则 , 姐 果 在 节点 1 处 除了 规定 其 温度 边界 条 件 ( 即 本 质 边 界 
ЖОҒАРЫ ЛЕНИН ЕНЕҢ НҒЕ-н ЕЙ АЯ Ж, НІШ Ші 
的 边界 条 件 将 是 不 适 定 的 .因此 , 此 处 将 对 应 于 fi BB te ЖЕНА ЕЕЕ Ж-Н. 
方程 组 (f} 可 以 写 为 一 般 的 形式 


1 0 в = а41(т, 100 
Ü А ka l KN] |Т, Р ~ 1008; 
0 Ам ka ` бін | Т; | А- 10043 | 
= | ， (h) 
Ü kv Еа ` fnd LTN fs — 1005 
ЖӨЕ НИЛ ЕЛ ӨНЕ ЖЗА һуа, БФ (by [ШЫ 5 
1 0 0 0 0 от [Т 100 
0 120 -60 0 0 oji T: 48 + (60) (100) 
0 -60 120 -60 0 Ф| | Ta 48 | 
0 0 -6@ 10 —60 от, 48 (0 
0 0 0 -60 t20 -60||т; 48 
0 0 00-6 60d (т, - 696 


方程 组 (i) 的 解 寻 为 直 轩 上 的 温度 分 布 情况 .由 题 2.23 给 出 的 真 解 为 


6 
T = 000005, - 0.522) - 80092, 100 (2) 
由 式 人 2.10), 计 算出 通电 分 布 ， 
_ ,dr 
4--а dr 
тт 为 模型 ,对 应 于 一 个 单元 的 有 限 元 模式 六 


ШЕ 
а=-#—1/1 144,1 T, (k) 


438. 


Ей. Ж А 


ЖЕЛ ЖЕЙН (ОШ КЕ, ЖИМ Ж АУТ ET. h ЕТ Ж GB Н Ж, ЕЙ тЫ 
Ж БОЮН л. ӨНЕ ЗЕ ТН AEEA RRA 阶 和 导数 的 常数 结果 . 通 二 的 真 
解 是 ( 见 题 2.23) 


ат 310%) _ - L800 ] 
q = tur = 6000| 6000 《0.2 - xz) 一 “6000 d) 


有 限 元 解 和 真 解 的 比较 如 表 2.3 R. Ah b = hb ЛЕ E ИЖЕ ЛЕ — Sk BJ ТЕБЕН ЛУН, 
Жа лн sa iF ГАНА о О а BJ fi л НУ ЖЖ, 且 与 该 单元 的 中 点 处 的 
TR. ВЕН З ФЕЯ >u, 吕 以 提高 通 量 的 有 限 元 解 的 精度 . 


表 2.3 有限 元 解 和 真 解 的 比较 


А (С) Ж (10° W/m?) 


Ya 有 限 元 解 | a SREM кн 
1 190 100 《单元 1) -1.20(х = 0.00) 
-1.26 -1.26(:-0.02) 
2 91.6 91.6 【单元 2) - 1.34(. = 0.04) 
-1.38 = 1.38 x = 0.06) 
3 82.4 82.4 【单元 3) ~ 1.44(z = 0.08) 
-1.50 -1.50(z=0.10) 
4 72.4 72.4 {单元 4) —%.56(т =0.12) 
-1.62 -1.62(:-0.14) 
5 61.6 61.6 《单元 5) -1.68(:-0.16) 
-1.74 -1.74(2= 0.18) 
6 50.0 50.0 -1.80(= = 0.20) 


2.14 ”如 图 2-6 тт КА T ЕНУГЕ, 该 方程 的 边界 条 件 为 混合 边界 
条 件 (2.28) . 试 采 用 等 距离 的 五 个 线性 单元 , 并 由 物质 的 厚度 计算 定常 状态 的 温度 分 
布 .这 里 设 &=250 W/(m-K), W =0.1 m, А, =2000 W/(m2- К), h, = 5000 W/(m? 
К), Tr =100C, TF = 500. 


м. - 
айыу ЕЖ СТ 


h, = 2000 = 250% K | „ h,= 5000 Wm K 


E 2-6 


Ж EF 在 z=0 处 热量 向 物质 内 流动 ,该 过 程 可 以 表示 为 


-IT(0)- TP] = 0 (a) 
ЖАНЕ E r= 0.1 处 热量 从 物质 向 外 流出 ,该 过 程 可 以 表示 为 
6901), is[T(0.1) - TP] = O (b) 


B oB НЕЕ ЖӘ RE PE ШЕН ЗЕ ЕНЕ НЕ 2.13 的 过 程 相同 ， СЕ IB fJ ЕН R Ub ЕН 
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2.16 


积 1. 则 АРІ. = 250/0. 02 = 12 500, 代 入 边界 条 件 之 前 的 整体 刚度 矩阵 为 


1 -1 0 0 0 g {Tt qı 
-1 22-1 0 0 о||Т» 9: 
— 1 2 -1 0 8| |Т, 93 
12 500 = (c) 
0 -1 2 -1 0| T, 94 
0 9 0 -1 2 -1l||r. gs 
0 0 0 0 -i (т, qe 


由 式 (a), PR + =0( 节 点 1) 处 的 边界 条 件 写 为 
= h (T - ТІ) 
或 者 设 常 数值 的 面积 为 单位 面积 1, 则 对 单元 ] 有 
| [Njroas = ТІН - ші — h Ti | _ (% 000 - 20007, (а) 
5 0 0 0 
ЭЧ ВО, ARC) T A E ЖЕН Y 6 АМЕН Я 
qá = hal TF - Te) 


从 而 对 单元 5, 有 
0 0 0 \ 
“1115 тет" (a5 000 _ 50007, | (е) 
联合 方程 tc) (а) (е), ЖЕ Р КЫТ ОНИ, 有 
Г 145 -1.25 0 0 0 0 Ti 2(10°) 
-1.25 2.50 0 0 0 0 Т; 0 
|92 717 2% -125 0 0 T 0 
Ü 0 -13 250 -125 9 !і|т, 0 
0 0 0 -1.25 2,50 -1.25| |T, 0 
L 0 Ü 0 0 - 1.25 1,75- Te 2,5(105) 


边界 条 件 出 式 (a) 和 (b) 给 出 , 机 志 的 控制 微分 方程 的 解 为 


(z/k) + (1/81) (D 
СІРА) (1/hs) + (L/R) 


在 保留 小 数 点 后 3 位 小 数 的 情况 下 ,有限 元 解 和 解析 解 是 相同 的 .节点 处 的 解 分 中 为 T, = 71,273, 
Т,= 73.636, Ts = 70.000, T, =66.364, Ts = 62.727 Ж Тұ-59.001. 
采用 Rayleigh-Ritz 分 析 方 法 , ЕЗУ АУЫЛҒА. 


М e AAE? 的 分 析 过 程 ,方程 (2.24) 的 第 一 项 与 题 2,2 中 的 式 (a} 是 相似 的 .考虑 第 二 项 的 
ж? 


Т(х) = TY - (TY - TF) 


对 该 项 进行 分 步 积 分 , 有 


L ы(4С.. ас Аи Ë 
| н ( С - Сус) даз + zac) 


a dr ` 
ПЕЙ RMM, BEARRA RK, ШІ C(0) = CL)=0. 则 类 似 于 题 2.3 ІШЕ 
C= (2 - Lr) 和 9С = elx- L) 


将 其 代入 | 二 uC(dCydr)Adz, 整理 后 的 结果 为 零 . 因而 函数 式 (2.24) 在 Rayleigh-Ritz 分 析 中 是 
无 效 的 . 

假设 在 长 为 上 的 单元 中 建立 了 线性 形状 函数 , 试 利用 式 (42.24) 的 拟 变 分 国 数 构造 质量 
传输 问题 (2.18) 的 单元 刚度 矩阵 , 

М ЕРІН Rayligh-Riv 解法 给 出 的 结果 是 错误 的 ,因此 必须 使 用 题 2,9 和 题 2.11 中 的 年 阵 方 
法 构造 单元 刚度 第 阵 . HAW Rayleigh-Ritz 方法 无 法 给 出 适 定 解 的 原因 , 需要 对 有 限 元 方法 和 变 分 
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原理 的 甘 些 数学 尼 殿 知识 加 避 讨 论 , 相 关内 容 将 在 第 五 童 中 给 出 . 
БІЗІҢ, 202.24) ДК ® у 


ло МЕРЕЗ KC? - 2mC |у (a) 


将 体积 积分 改写 为 关于 定常 截面 面积 和 单元 长 度 工 的 重 积分 , 并 将 式 (a) 写 成 基于 形 函 数 的 给 阵 形 
式 ,由 题 2.11 的 方法 ,有 


хо- үлен | ть Jictar 


z 
+ 4. ICITINP [ul ЕЕЕ + AT 'ICIINYIK JINI [Сах 


_ A| ICIN maz 
ü 
将 TC)} 关 于 |C1 进 行 极 小 化 ,有 


а Im ee 


+ міл! A Jichar + [ИКС - [FINT mdz =0 


其 中 的 第 一 项 ,第 三 项 和 第 四 项 已 经 由 题 2.9 和 题 2.11 解 出 .注意 到 由 于 第 四 项 的 符 寻 与 微分 方程 
中 相应 项 的 符号 相 友 ,所 以 该 项 的 符号 与 题 2.11 式 (c) 中 相应 项 的 符号 相反 .其 中 的 第 二 项 是 形状 
函数 的 转 置 第 阵 乘 以 速度 矩 竹 乘 以 形 末 数 的 导 孝 矩阵 ,下 面 考 虑 与 之 相应 的 第 二 项 的 部 分 元 素 
е 1/1. ШИГ = га lle) (b) 
ЕЖЕ ЭЖ Н ИЛЕН PE E АН А), A E p BJ Rš БЕТЕ. EER. ЖЕ ЁШ СЬ) БШ 
2.11 中 式 (由 的 刚度 矩阵 ,有 
[ D/L 一 P/EJ, Г u /2 “Л, [к | |- д" (0 
-D/L D/L - uj? u/2 K,L/6 K,L/3 (с, mL/2] 
TARR „ 的 项 通常 为 对 流 项 . 当 „ 相对 于 万 比较 大 时 ,分 本 过 程 是 不 稳定 的 .这 并 不 是 有 限 
元 方法 的 差错 , 面 是 发 生 于 与 分 折 方 法 无 闫 的 数值 分 析 过 程 .本 书 中 的 保 子 将 局 限于 地 下 水 和 问题 等 
速度 项 较 小 的 问题 . 
利用 癌 题 2.16 ЖЕ, 求 下 列 微分 方程 在 第 三 个 单元 上 的 有 限 元 解 和 真 解 


假设 问题 的 边界 条 件 为 CUz =0)= C(x=3L)=0. 设 w=D= 上 = 有 A=1, 试 对 间 题 的 
有 限 元 解 和 真 解 进行 比较 . 
М F 问题 的 真 解 是 
1 ~ eb тү ， 
CS- 3m Q C edy t V (a) 


ЖЕКА 2.16 中 的 式 (ec) ,并 设 K, =0, 局 部 单元 模型 为 


DL -DIL —u/2 а С; 1] А 
L. D/L D/L Ь Е и/2 = | 2 (ы 
由 式 (b), КАЙЕ, Ж {ЖЕЕ БЕ} ЗУ 
0.5 -05 0 0 Co т/2 
~ 1.5 2.0 -0.5 0 Ср _ m L 
0 -15 20 -05| C, m 
0 0 -15 151с, т/2 


代入 边界 条 件 并 求 出 未 知 量 , 有 С =0.769 m 和 Сз, =1.077 m. ARa) 可 以 得 到 真 解 为 C= 
0.730 m 和 Сз, =0.996 m. 

在 实验 室 建立 一 维 水 槽 模型 ,水 槽 长 m, 各 处 的 横 截 面相 同 , 内 有 流体 流动 .x = 0 处 
的 高 度 为 0.3 m, z =1 m 处 的 商 度 为 0.15 т. z = 0 处 测 得 菜 化 学 污染 物 的 浓度 为 
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0, 而 在 z = 1 m 处 其 浓度 为 10 毫克 /立方 米 .在 流动 过 程 中 ,污染 物 与 周围 物质 以 
K, 二 3.0x10 的 常数 比率 发 生 反应 .已 知 化 学 物质 以 扩散 系数 九 =1.0x10 :向 流 
体 中 扩散 .物质 的 水 力 传 导 率 为 =1.0x10-7, 试 采用 五 个 线性 元 计算 水 槽 中 化 学 污 
染 物 的 稳 态 分 布 情况 . 

解 EF 求解 该 问题 需 分 两 步 进 行 .采用 2.2 ИНЕМ НЕЕ КЕН ЕНІМ 
基 的 输 移 过 程 ,在 上 述 边界 条 件 下 , 方程 (2.15) 的 解析 解 为 基本 解 , 并 可 由 此 给 出 势 函 数 的 变 分 和 常 
数值 的 速度 .无 论 如 何 ,下 面 将 构造 月 限 元 解 .用 以 说 明 整 个 求解 过 程 . 题 2,9 的 单元 刚度 冠 阵 将 作 
为 一 个 模型 ,其 中 常数 值 的 面积 作为 公 因 子 可 以 从 短 阵 方程 中 约 去 .可 以 将 题 2.9 式 (e) 中 的 基本 参 
数 巨 取 为 单位 元 1.0, 或 用 水 力 传 导 率 K 代替 EE. 以 上 两 种 情况 下 的 解 是 相同 的 , k E H ЕЕ k 
解 的 方程 


4% 4А 
ах? K dz? 0 


基 齐 次 的 .一 个 单元 的 长 度 为 工 = 1 m/5= 0,2m, SD ДЕЕ 5: BJ ЗТ Л) Ж. ДЕНЕШ 2.13 中 的 方法 
代入 非 鹤 本 质 迪 界 条 件 后 , ЖЕНА НІ ЕЭ 


по o 0 0 о oq] р.з 
0 10.0 -5.0 0 0 0 ha 1.5 
0 -50 100 -50 0 0 || 0.0 
0 0 -50 10.0 -5.0 0 hs| 10.0 
0 0 0-50 10.0 0 ||л, 0.75 
Lo 9 0 0 о Wlad .15 


求解 得 到 的 精确 解 为 0.3, А = 0.27, А, = 0.24, h = 0.21, hs =0.18 ЯП k, =0.15.T BE 5% 
数值 ,可 按照 题 2.13 的 方法 由 式 (2.14) 计 算得 到 .单元 1 上 的 计算 解 为 


-1 _ 
= 3 -1.5(10-9) (a) 


利用 题 2.1$ 中 式 (c) 建 立 的 单元 1 БРВ ВУ ІН ЕЕЕ 


onl so so 09907055 oo allle 


0.1 0.2--1с, 
或 
| 4.45(107%) 7618009) С, 
- 5.65104)  5.95(10-8) а) (b) 
НАХЫЛ R$ Ctxz=0)=0 和 Ciz=1)=10, A tm ТАНЫ 
1.(10) 0 Ü Q 0 0 сі 0.0 
9 1.040 -0.415 0 0 0 С; 0.0 
аю) 9 - 0.565 1.040 -0.415 D 0 Сз _ 0.0 
0 0 -0.565 1.040 – 0.415 0 с. 0.0 
9 0 9 - 0.565 1040 0 с. 0.415(1079) 
0 0 0 0 1.(107- іс, 10.0 
WRAN С(х-00-0ЖІ С(==1)= Cr, 长 度 为 上 的 区 域 上 的 解析 和 解 为 
c = Cer DP ainhl fr) 
sinht 81.) 
ый; 和 - (2.8) 


ЖОЛЕНЯБЛИН НЕН НІН ЖК. 


244. жылан 


Ж24 CC 的 有 限 元 解 和 解析 解 的 比较 


节点 + 有 限 元 解 解析 解 
1 0.0 0.0 0.0 
2 0.2 0.6392 0.6576 
0.4 1.6019 1.5383 
-4 0.6 3.1442 3.1937 
9.8 5.6985 5.7446 


219 КИЕ 2-7 ЕВН ЕА Ri 5k Ж ЕЛІН, ЕЖЕ ИИ ЕА ХІІ 
СИВАК о) У АЕ ERY RAITER 
Ез Ri Ж ТЯ ЊВ АРЕ 5 = 5 mm, 外 部 半径 为 r. = 25 mm, 
交界 面 的 半径 为 r, = 10 mm. AIBE EN PRERA К А В ЖАЯ =e = 
0.5 和 和 ez= 2.0, ЖЖ ЛЖ PE k: В jr ЖО o, = 100 和 о = 0, ЖАНУ 
$... = 500 419,.,-0.6ЖИ2.2, 将 计算 解 与 真 解 进行 比较 . 


қы 
R=}, ТР, 
轴 对 称 径 向 单元 
$= 500 
$... = 0 


2-7 MAEZ 


Ж кк 按照 问题 2.9 PRERNA МЕЛЕК (2.31) ИШЕ ЖЖЖ. ЕТ $ 取 极 小 化 ,有 


А TMR) _ | атту 
HES 1/8 ГЕП-І/Е 1⁄F] " — 2xrp {+ W =° (а) 
这 里 的 形状 函数 为 
N. = = Ж № = к rz 


其 中 民 = 产 一 六 为 径 向 单元 的 长 度 .上 述 表 达 式 中 积分 的 上 .于 限 应 该 与 所 要 构造 的 单元 相对 应 . 
与 题 2.9 的 积分 限 明 显 不 同 ,那里 的 积分 限 为 从 0 到 单元 的 长 度 工 . 当 半 径 增 大 时 ,由 积分 定义 的 材 


料 的 体积 增 天 .完成 式 {ta) 中 的 目 阵 乘法 以 及 关于 r 和 rz 的 积分 后 , 得 到 的 单元 刚度 矩阵 为 


а-в -BERTAN 


4244. 


2.20 


КРЕ ТИЕ ШЫ 
' R -1 1-13, "3/3- rir3A2 + rl/6 


R 
由 方程 (b) 的 右 端 可 以 发 现 , 两 个 节点 之 间 的 电荷 密度 不 是 均匀 的 .利用 模型 方程 (b), 经 计算 四 个 单 


(b) 


元 的 整体 刚度 征 阵 和 应 力矩 阵 为 


10 0.0 0.0 90 0.07 [: 500. 00 

00 18.850 -10.99% 00 0.0 | 8 1707.962 

0.0 -10.996 34,034 – 23.038 0.01%; = | 7199.484 (c) 
00 00 -23.038 58.643 0.0||4 0.0 

ð 00 0.0 ao 1.41), 0.0 


其 真 解 可 以 由 题 2.28(c) 计 算得 到 , 将 参数 代入 题 2, 28{c) ,得 到 求解 积分 常数 的 方程 ， 


1.609 10 0.0 0.0 ГС: 1750.01 
2.302 1.0 -2.302 - 1.0 | |C.| _ [5000.0 (ду 
0.05 0.0 -0.20 0.01 |с; 500.0 
© 00 3.219 1.01]с, 0.0- 


方程 {d) 的 解 为 C = 6009.762, C, = -7919.703,С;- — 997.560, С, = 3211.147, HRA RSA h 
题 2.28{a) 给 出 的 解 ,得 到 如 表 2.5 所 示 的 解析 和 解 .六 个 单元 (七 个 节点 } 有 限 元 解 的 获得 方法 类 似 于 
思 个 单元 有 限 元 解 的 歼 得 方法 ,不 再 给 出 其 具 坷 铺 节 . 最终 铺 困 如 表 2.5 Бул. 


表 2.5 Б) ШЕЖЕ $ 的 解 之 比较 


r 四 个 单元 ATAL 解析 解 
5.9 500.0 500.0 500.0 
6.67 - 1246. 54 1259.39 
7.50 1347.35 - 1376.88 
8,23 一 1333.28 1350.39 

16.00 881.17 899.18 918.29 
15.00 - 503.04 509.71 
17.50 346.12 - 355,93 
20.00 一 220.08 222.73 
25.00 9.0 | 0.0 0.0 


这 里 的 结果 不 如 先前 的 有 限 元 算 例 准确 .由 一 种 材料 制 成 的 同 轴 基 索 的 六 个 单元 的 有 限 元 解 比 
相应 的 四 个 单元 的 有 限 元 解 准 确 . 材 质 的 变化 引起 精 康 的 损失 .然而 , 单元 个 数 的 微小 增加 将 导致 计 
算 辖 度 的 迅速 提高 .本 例 中 的 解析 解 可 以 用 来 检验 有 限 元 解 的 精度 , 并 确定 有 限 单元 个 数 的 最 优 什 
EEH. 

对 一 维 有 限 元 问题 的 两 点 线性 元 形式 及 三 点 二 次 元 形式 进行 比较 . 

# w 两 点 线性 元 的 讨论 在 题 2.8 和 图 2.5 中 作 了 说 明 .每 个 单元 由 两 个 形状 函数 组 成 , 其 中 定 
义 在 单元 工 中 点 1 处 的 形状 浮 数 在 该 点 处 取信 为 1, 在 其 他 点 取 慎 为 0, 例如 图 2-5(b) 所 示 . 上 述 的 
单元 工 由 两 个 形状 一 数 的 组 合 所 描述 . 

三 点 二 次 元 具有 相 类 似 的 性 质 . 二 次 函数 必须 跨越 两 个 区 间 并 连接 3 个 节点 ,这 两 个 区 间 定 义 
为 一 个 单元 .前 面 的 讨论 中 为 便于 计算 ,将 两 节点 单元 的 长 度 指定 为 工 ,三 节点 单元 的 拱 度 可 以 为 
L.2L 或 任意 方便 于 计算 的 长 度 .然而 在 构造 单元 矩阵 时 ,积分 限 必 须 与 相应 的 单元 长度 相对 应 . 

假设 某 个 一 维 区 间 的 长 度 为 任意 值 a, 并 采用 二 个 三 节点 单元 来 模拟 这 个 区 间 , 如 图 2.8 所 示 ， 
需要 将 一 维 区 间 分 为 四 份 , 每 两 个 组 成 一 个 单元 .采用 一 般 的 形式 定义 单元 | 中 的 函数 

Ji = Niifi t МД, + N a fs ба) 
ЖАШ, BJE П тн 5536 8 
fu = Мрз + Nafa + Мг (b) 


` 42 。 


有 限 元 分 村 


Т м» 
i 
| TE 


{с) 


图 2.8 


这 里 的 形状 范 数 如 图 2-8 所 示 , 它们 的 形式 与 图 2-5 中 线性 元 的 形式 是 不 同 的 .很 明 普 , 三 次 插值 多 
项 式 含有 四 个 节点 ,一 个 单元 包含 三 个 小 区 间 ， 
式 (a) 和 (b) 的 矩阵 形式 可 以 写 为 


Л Уз 
fr = [Nra Ni Nis fr 和 = [NI NI Мау А 
fs fs 


£= ІМЯ (c) 
每 个 单元 上 形状 函数 的 登 加 都 避 循 同样 的 过 程 .在 这 个 例证 中 , 节点 3 为 连通 点 , 一旦 将 形状 函数 按 
一 定 的 落 式 写 出 ,构造 单元 刚度 矩阵 的 过 程 与 前 面 的 所 有 例子 是 相同 的 .形状 函数 由 插值 公式 近似 
为 


或 


Л = А + Ве + Се? р = А + Ве + С? fa = А + Bz + Са? 
2.4 ЧЧ ИШЛЕНИ ЖИЕ АРТ ДА. РАНС О ДЫ А 2.20. 
ЖИ B PE ise Shi ЕН ТЕО EJ НІНЕ, 


# ЕЕ 长 为 上 的 直 杆 如 图 2-9(a) 所 示 , 设 直 杆 的 右 端 固定 , 左 端 发 生 了 正 位 移 u. 由 式 (2. 32)， 
ЖАУМЕН ЛЯ 


BE 一 维 有 限 元 分 析 


- 43" 


2.22 


2.23 
2.24 
2.25 


2.26 
2.27 
2.28 


F =u,AE;íL 


ZE А—— к-лви. 


и; 


б) 
图 2-9 EWER 


fi = ші АЕ (а) 
为 保持 平衡 , 直 杆 的 右 端 将 受到 与 之 相反 的 作用 力 ,或 者 
ЖЕ 
F, = — н L 
又 如 图 2-9(p}) 所 示 , 设 直 杆 的 左 蝇 固定 , 右 端 发 生 了 正 位 移 er. MEA TAWA IEH J A 
F; = н> АЕ tb) 


Жын ЖЕ РАО EBI S F,= ~ u AE/ L, 

直 杆 的 受 力 处 于 平衡 状态 ,这 说 明 必用 在 直 村 西端 的 力 大 小 相等 ,方向 相反 НЕРІН 2-9 а)Я 
图 2-9(b) 所 示 的 结果 进行 登 加 ,得 到 一 般 情况 下 , 直 村 受到 外 部 节点 力 中 的 作用 ,使 其 堪 端 蛇 生 位 秽 
u 右 端 发 生 位 移 <>, 则 相应 的 铺 果 为 


(c) 


其 矩阵 形式 为 

AE 1 -іліш _ P 

ЕНЕ 5 
上 上 面 的 方程 (四 可 与 题 2.9 ТИНЕ, ЕЛП КУ ЛБ БЕЗЕ ЛЫН ЭЕ, 轴 向 力 施 加 在 静态 


平衡 杆 的 两 端 . 杆 2.9 中 的 应 力矩 阵 宕 示 体 积 力 形 式 的 荷载 在 直 杆 内 部 的 分 布 情况 .采用 两 种 不 同 
推导 方法 得 到 的 单元 刚度 年 阵 是 相同 的 . 


补充 习题 


设 直 杆 的 长 度 为 工 , 热 源 强 度 为 常数 О 边界 条 件 为 TUz =0) = To 和 dfr=L)=- er (向 外 散热 )， 
试 求解 方程 (2.11). 

ЖЖЖ T(8) 在 极 从 标 系 下 的 径 向 坐标 为 常数 , 纯 长 度 为 a= 9; 61, 试 推导 其 线性 桂 慎 多 项 式 . 

Ë T = Csin(xz/L), 这 里 局 为 常数 ,试用 Rayleigh-Ritz 方法 求解 题 2.3. 

ЖЕН МЫН 2.12 的 计算 区 域 被 11 个 节点 分 为 10 个 单元 , 试 求 其 节点 处 的 解 , 并 与 题 2.1 给 
出 的 真 解 进行 比较 ， 

设 质 量 输 移 题 2.18 的 计算 区 域 被 11 个 节点 分 为 10 个 单元 , 试 求 其 节点 处 的 解 . 

证 明 可 以 由 变 分 函数 (2.31) 推 得 控制 微分 方程 (2.291. 

SRE 2-7 和 方程 (2.30), 求 同 轴 悬 索 问题 的 一 般 解 . 

(а) 建立 莫 索 往 每 个 截面 处 的 控制 微分 方程 并 解 微分 方程 . 


有 限 元 分 析 


(b) УЛ ЖЕНЕ ЕЕЕ. 
(c) НЕЕ ЖЖ ИЛ ЕЖЕ ЕЕ ROFE. 
2.29 2-10 所 示 , Ж РР x1,x; fil >, IBZ НАҚ. 


x 


82.10 三 点 单元 


2.9 19812.29 和 图 2-10, 设 ri= 一 工 ,x1=0 和 xs= 工 , 求 相 应 的 形状 函数 . 
2.31 SRE 2.30, 对 长 为 2L .坐标 为 (~ 工 ,0, 工 ) 的 单元 ,推导 其 单元 刚度 虹 阵 . 见 题 2,9. 
2.2 利用 题 2.30 定义 的 长 为 2L 的 三 点 单元 ,推导 定义 各 点 体积 力 分 布 的 应 力矩 阵 . N. EB 2.9 和 2.19. 


补充 习题 答案 


2.22 Т(х) = Q(=L - x2/2)/k -qui h + To. 
2.23 Т-(8,-9)Т1/а4%(8-6))Т,/а. 


2.24 T=(4QLY/rmk)sin(rz/L); 在 z= 工 /2 椒 ,T= 人 00.129QL2/4, 而 真 解 为 =0.125012/А. 
2.25 


Ж 


节点 ARTE 
1 0.0 
2 1.0913 1.0853 
3 1.8264 1.8173 
4 1.2953 2.1848 
5 2.5555 2.5444 
6 2.6389 


2.% 
пиве 

节点 有 限 元 解 真 解 
1 0.0 9.0 
2 0.2975 0.2997 
3 0.6531 0.6576 
4 1.0881 1.0948 
5 1.6294 1.6383 
6 2.3121 2.3229 
2 3.1816 3.1937 
8 4.2965 4.3090 
9 5.7333 5.7446 
10 7.5914 7.5990 
11 


10.0 


第 二 章 一 维 有 限 元 分 析 4: 


2.28 (а) 


4%, _ а” + сі 
dr 264 r 

2 

p = 2ш? 


Де, + Cilnr + С; 


$, = Сзіпғ + Ca 
th) 
_ 2 
#(т=а)=# 或 $, = — + Cina + G; 
#,(> = c) = 0 或 0 = Calne + C, 


_ р? 
та + Сіп + C, = Cslnb + C, 


电位 移 在 * =5 外 连续 ,或 


2e) b b 
(c) 
laa 1 0 от (С. % t р147/4г 
Ing 1 -in -1 с, pib ide 
alib 0 ~ez/b 0| |с, в\$/2 
0 0 Inc 14 (С, 0 


(z — r2)(z 一 із) 
(zí — жз) а — zx) 


N. = (z — zy)(z — із) ` 
2 (ra zmi)[z> — z) 


М, = (z — zi) (z — 3) 
7 (as zilas- zh) 


2.0 N =(z2—zL)/2L2, N, = (L? -r ML, Na= (z) + zL.)/2L2. 


2.31 
54 1 
6 5 6 1 
AE 4 8 4 
L| 3 3 з | “2 
21 _ 4 了 H3 
6 3 6 


2.32 缚 点 1 的 分 布 = A 并 /3, 结 点 2 的 分 布 = 4AfL/3, А 3 的 分 布 = A 玫 /3. 注 意 结 点 分 布 相 加 后 得 
2& 厅 73, 为 单元 上 的 全 部 作用 力 ， 


Жж жүн D D M 


在 这 一 章 中 将 把 第 二 章 中 一 维 概念 推广 到 二 维 .将 控制 各 种 工程 原理 的 微分 方程 写成 二 
维 的 一 般 形式 .另外 , 对 控制 弹性 理论 中 二 维 问题 的 方程 进行 推导 . 

对 两 个 基本 有 限 单元 进行 讨论 .四 结 点 的 四 边 形 单元 和 三 结 点 的 三 角形 单元 是 计算 中 被 
使 用 的 最 基本 的 二 维 单元 .然而 , 用 这 两 种 单元 可 以 建立 任何 二 维 物理 问题 的 模型 .本章 中 的 
四 边 形 单 苑 是 矩形 的 ,并 且 符 合 箔 卡 儿 金 局 坐标 系 ,三 角形 单元 用 来 模拟 具有 曲 边 界 的 二 维 问 
题 , 其 中 的 曲线 是 用 -条 折 线 来 过 近 . 这 两 种 单元 都 可 以 扩展 到 如 轴 对 称 间 题 的 特殊 情形 .对 
非 轴 对 称 情形 , 四 结 点 单元 可 用 柱 坐 标 来 表达 , 但 是 每 个 单元 必须 符合 柱 坐 标 系 . 

第 二 童 中 的 变 分 函数 有 其 二 维 形式 .此 外 ,如同 在 第 二 章 讨 论 的 那样 ,对 问题 的 变 分 挟 述 
将 是 发 展 二 维 有 限 元 的 基础 

本 章 的 结 属 还 包含 一 个 关于 转换 矩阵 的 简短 讨论 .有 两 类 转换 :一 个 关于 弹性 力学 二 维 边 
界 条 件 的 应 用 , 另 一 个 是 对 一 个 单元 的 节点 或 自由 庶 进 行 重新 编号 或 排列 的 一 般 变换 


3.2 二 维 边 值 问题 


第 一 章 中 描述 的 各 种 问题 可 以 扩 麻 到 二 维 , 且 除了 式 (2.18) 以 外 ,都 可 以 写成 如 下 的 一 般 
形式 


Z| ые |, afa Ea + эмт, у) а») (3.1) 
其 中 а, а, 和 有 是 已 知 参数 ,比如 像 材料 常数 , 并且 - 般 地 它们 都 是 =,y 的 函数 . 但 是 ,这 些 
参数 都 被 假设 成 在 一 个 单元 内 是 不 变 的 ,任何 全 局 上 的 变化 都 被 模拟 成 单元 之 间 的 变化 . 关于 
锁 索 找 度 的 二 维 对 应 可 以 看 作 一 个 有 弹性 的 访 膜 的 按 度 ,并 且 a, а, = Т, ЭЖЕЕ Л, 8 = 
上 ,为 弹性 基础 模 量 , 式 (3.1) 中 f RE- 六 为 沿 变形 方向 w 并 垂直 于 薄膜 的 压力 ， 
二 维 质量 传输 方程 相似 于 式 (2.18) ,为 


2C(z,y) 2C(xz,y) _ 之 | — |- Е) | Clea) _ 
ит дя t uy ду Әу D, Әт әу D, әу + К,С(х,у) = т 


(3.2) 
其 中 u, wy, D, ЖЯ D, 分 别 为 在 z 和 y 方向 上 的 速度 和 扩散 系数 . 


3.3 连通 性 和 节点 坐标 


三 节点 和 四 节点 单元 的 节点 编号 如 图 3-1 所 示 , 节 点 编号 是 为 了 导出 局 部 刚度 移 阵 , ЕН 
总 是 使 用 从 1 开始 的 连续 数 .而 且 在 所 有 有 限 元 分 析 的 实际 计算 中 ,采用 道上 时 针 方 向 对 节点 编 
号 .对 于 本 章 中 矩形 局 部 单元 应 欠 有 最 小 的 x 和 y 坐标 值 处 开始 编号 .对 于 具有 边 中 点 和 内 
部 节点 的 高 阶 单元 的 编号 顺序 没有 标准 的 方法 ; 角 节 点 可 以 首先 被 编号 , 然后 边 中 点 ,或 者 所 
有 的 节点 按 顺序 编号 .不 管 顺序 如 何 ,编号 过 程 应 总 是 逆 时 针 的 .有 限 元 模型 就 是 原型 的 一 个 
几何 图 像 ,其 中 的 节点 都 必须 有 其 自身 的 标识 符 ( 节 点 数 ) 和 对 应 此 标识 符 的 坐标 位 置 .模型 中 
的 每 一 个 单元 也 必须 有 它 的 标识 符 ( 单 元 数 ) 和 一 个 连通 数组 .在 计算 机 程序 中 通常 有 两 个 数 
组 用 来 描述 模型 的 几何 图 形 ,节点 坐标 和 连通 性 , 在 二 维 问题 中 节点 坐标 数组 有 Ni.x2 的 
维 数 ,其 中 Na。 是 节点 数 .连通 数组 与 上 -- 章 讨 沦 的 相同 , 其 维 数 为 Na x М. 在 实际 应 用 
中 ,连通 数组 还 可 以 包含 其 他 的 信息 ,例如 像 材 料 标识 .因为 被 模拟 的 原型 中 可 能 含有 一 种 或 
多 种 材料 , 如同 题 2.19 那样 , 这样 每 个 单元 都 需要 一 个 材料 标识 符 (材料 数 )， 
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图 3-1 道 时 针 方 向 的 节点 数 


3.4 弹性 理论 


有 限 元 法 已 经 被 大 量 地 用 于 求解 二 维 强 性 方程 .弹性 问题 可 以 用 位 移 表 示 成 公式 ,并 且 所 
查 的 有 限 单元 节点 都 必须 有 两 个 自由 度 以 便 开 未 在 每 个 坐标 方向 上 的 位 移 . 第 二 章 中 的 其 他 
问题 (温度 分 布 ,质量 传输 等 等 ) 都 可 归 类 为 标量 场 问题 ,而 且 无 论 十 一 维 还 是 二 维 ,每 个 单元 
中 只 有 一 个 未 知 量 ,无 论 是 一 维 的 钢 案 还 是 二 维 菏 膜 的 找 度 都 可 以 表示 成 位 移 的 公式 .本 书 中 
的 位 移 是 一 个 矢量 ,因为 它 既 有 大 小 又 有 方向 .但 是 位 移 矢 量 只 有 一 个 分 其 , 它 的 方向 在 解 问 
是 之 前 就 确定 了 .由 此 得 到 , 关于 一 个 标量 的 有 限 元 公式 和 关于 只 有 一 个 分 基 的 矢量 的 有 限 元 
公式 是 相同 的 .出 于 标量 场 同 题 中 基本 变量 的 一 阶 导数 是 有 方向 性 的 , 这 就 意味 着 在 二 维和 三 
维 情形 中 ,一 阶 导 数 是 矢量 .虽然 一 维 中 的 一 阶 导 数 是 有 方向 的 , 但 由 于 它 的 方向 是 已 知 的 , 因 
此 对 它 不 需要 有 特别 的 考虑 . 

二 维 弹 性 问题 中 矢量 位 称 具 有 两 个 分 量 , 它 的 一 阶 导数 对 应 各 种 应 变 , 并 且 应 变 与 应 为 成 
线性 关系 .应 力 与 应 变 是 二 阶 张 量 , 因 此 具有 某 些 数学 和 玫 何 上 的 性 质 .这 就 意味 着 本 章 将 包 
含 更 多 的 弹性 问题 公式 化 的 推导 ,而 只 包含 少量 的 标量 问题 的 公式 化 推导 .但 是 上 面 的 推导 还 
是 遵循 第 二 章 建 立 起 来 的 基本 梳 念 . 

二 维 弹 性 理论 中 的 应 变 - 位 称 方程 把 zx 和 ? 坐标 方向 上 的 位 移 w 和 w 与 相应 的 应 变 联 系 
起 来 : 

ди az ðu a 


ey = gy + эз (3.3) 
法 向 应 变 ex 和 ,定义 了 在 z ЇЇ у ri) БЕРКЕ Е DHE Dya e,, 定 义 了 一 个 质点 的 
相对 角 变 形 . 由 式 (3,3) 给 出 的 定义 被 看 作 是 工程 上 的 应 变 定义 . 守 淮 方程 定义 了 一 个 质点 上 
的 力 的 平衡 .本 章 中 不 直接 使 用 它们 推导 有 限 元 的 公式 ,但 是 当 试图 求 分 析 解 时 它们 必须 被 满 
足 .这 些 廊 程 定义 了 法 应 力 , 切 应 力 和 体积 力 的 关系 ; 


+, ff, = (3.4) 


= (3.5) 


基本 的 关系 是 胡 克 定律 ,并 晶 一 般 地 它 表示 每 个 应 力 分 量 与 每 个 应 变 分 量 有 关 , 本 章 中 假设 弹 
性 材料 是 均匀 的 有 各 向 局 性 ,那么 由 此 得 到 ,借助 工程 常数 、 杨 模 数 E 和 油轮 系数 所 有 应 力 
和 应 变 分 量 都 是 有 关 的 ,经 常 假设 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 二 维 问 题 包含 平面 应 力 和 平面 应 变 ， 

平面 应 力 出 现在 厚度 尺 才 相 比 于 长 度 和 宽度 尺寸 很 小 时 的 情况 , 并 简单 地 假设 法 向 (xz 
轴 ) 上 的 上 应力 为 零 , 平面 上 薄板 或 物质 圆 瘟 就 是 平面 应 力 的 例子 .应 力 应 变 关系 为 


E 
O= L (Ea + тє.) (3.6) 
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ЖЕЕ 20 + wer) (3.7) 
Е 
Iry = Ge,, = 1+ 5) (3.8) 
其 中 GERIA, Жан E 和 和 w 计算 
Е 
G = 2(1 + v) (3.9) 


当 一 物体 的 长 度 相 比 横 截面 很 大 时 , 如 枪 管 .就 可 以 假设 平面 应 变 , 一 个 适当 的 假设 是 位 
移 和 3/3x 在 x 向 上 为 零 .由 此 得 到 平面 应 变 的 应 力 应 变 关系 为 


E 
9 = [+ (1 2211 ~ Vert vey] (3.10) 

E 
ПЕРЕН А (3.1) 
2а = обо + ow) (3.12) 

且 切 应 力 和 切 应变 的 关系 与 式 (3.8) 相 同 . 


3.5 ЖӘН 


ТНГ ЕЛ ЕН] БЕ Н НЕН о НЕЕ ЕРЕН УН 
变 分 函数 存在 . 二 维 问题 的 变 分 函数 可 以 作为 一 维 函数 的 扩展 来 得 到 ,如 同一 维 控 制 方程 是 一 
维 对 应 方程 的 扩展 一 样 , 换 句 话说 如 果 变 分 函数 在 一 维 中 是 存在 的 话 , 那么 它 在 二 维和 三 维 中 
也 存在 . 

使 用 和 卡 儿 张 量 记号 ,由 应 力 和 应 变 张 量 可 将 对 应 平面 弹 注 问题 的 变 分 函数 写成 一 般 形 
Ж. 


Ia) = | {Foru -Лш|4У = | тааз (3.13) 


36 三 角 单 元 与 面积 坐标 


在 本 章 中 将 使 用 四 节点 的 年 形 单元 详细 推导 有 限 元 概念 , 在 分 析 应 用 中 三 节点 的 三 角 单 
元 可 能 是 更 为 流行 的 单元 .四 节点 的 矩形 单元 的 明显 局 限 性 是 它 必 须 用 在 能 用 欠 形 逼近 的 情 
形 , 而 三 节点 单元 可 以 用 来 逼近 任何 形状 . 相 比 高 阶 单 元 而 言 , 这 两 种 单元 都 是 低级 的 .但 是 从 
教学 的 观点 来 看 , 显然 它们 是 起 点 .对 撼 形 单元 的 面积 积分 是 基本 的 , 这 就 是 在 推导 局 部 有 限 
元 刚度 矩阵 时 强调 这 些 单元 的 基本 原因 . 

学 习 完 第 二 章 , 读者 应 该 意识 到 形状 函数 的 导数 在 有 限 元 中 占有 和 恒 要 位 置 . 三 节点 的 三 角 
单元 关于 x 和 > 都 是 线性 的 ,而 四 节点 的 笼 形 单元 含有 > Hy 的 莱 积 项 .对 三 节点 单元 的 一 
阶 导数 是 常量 , 并 卫 单 元 常 称 作 和 党 应 变 三 角形 (CSTs) .更 恰当 地 应 称 之 为 常 梯度 三 角形 ,但 是 
这 个 命名 来 自 于 弹性 原型 中 的 早期 应 用 并 且 已 成 为 标准 .四 节点 单元 的 形状 函数 的 一 阶 导 数 
х у ВЈ. 

对 三 节点 单元 的 面积 积分 看 起 来 是 简单 的 ,因为 一 阶 导数 是 常数 所 以 面积 积分 简化 成 计 
算 相应 三 角形 的 面积 .经常 使 用 面积 坐标 来 导出 一 个 三 角 单 元 的 刚度 矩阵 ,并 且 用 特殊 类 型 的 
数值 积分 来 计算 面积 积分 ;尽管 如 此 , 推导 刚度 抢 阵 可 能 仍然 有 些 困难 . 对 三 角 单元 , 面积 坐标 
和 它们 的 数值 积分 将 在 基本 的 变 分 函数 用 和 矩阵 形式 展开 之 后 加 以 讨论 , 并 使 用 和 失 形 单元 加 以 
说 明 .“ 旦 变 分 函数 写成 矩 轿 形式 并 被 极 小 化 ,那么 它 就 可 用 来 导出 任何 的 有 限 元 , 因为 形状 
函数 实际 上 定义 了 导出 刚 度 和 矩阵 的 过 程 ， 


37 ”变换 


第 阵 变 换 就 是 根据 某 些 约束 或 条 件 来 对 一 个 矩阵 进行 修改 的 计算 机 操作 ,要 修改 的 矩阵 
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经 常 是 刚度 短 阵 ,但 是 在 某 些 情况 下 , 用 机 颖 运算 改变 刚度 矩阵 也 是 有 效 的 .在 这 部 分 的 讨论 
中 ,将 给 出 两 类 人气 阵 变换 ,第 一 个 是 以 标准 矢量 变换 为 基础 的 ,如 图 3-2 所 示 , 第 二 个 是 用 来 当 
局 部 有 限 元 公式 形成 后 节点 编号 顺序 必须 改变 时 修改 局 部 刚度 定 阵 的 .此 种 情形 在 后 面 的 章 
节 经 常 出 现 . 


图 3-2 矢量 变换 


由 图 3-2 定义 的 矢量 变换 可 以 用 来 用 下 在 x,y МАНУ АЗК НИЕ Е, у 坐标 下 的 笑 


量 分 量 ， 
ШЕ cos sing к= Ш 
Fl Бе ни Fl [T] F, (3.10) 


КЕТ] ЕЕ. че Ал, ҰБ, 或 其 他 任何 向 量 .对 有 限 元 计算 中 的 许多 应用 ， 
变换 都 是 从 е, у 系 到 局 部 的 x,y Ж 

Fs) [сё -sn | Ее) т 
|, |- p WINE [T] 


y 


Ч 


Е (3.15) 


7 
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在 т, б, 柱 坐标 系 中 对 应 式 (3.1) 的 三 维 方程 可 以 写成 一 般 形 式 .虽然 给 出 了 二 维 方程 
但 是 在 下 面 的 应 用 问题 中 将 要 使 用 其 二 维 形式 . 物质 常数 被 看 作 是 独立 于 坐标 系 的 ,此 外 ,在 
有 限 元 的 公式 化 过 程 中 和 将 包括 所 有 的 空间 相关 . 


А [FE 1 26(.0.2)1, „22280,6, 2) 


ar? ғ dr r? 202 
2 
ta з (bz (3.16) 
令 н, о Жл ТЛЕ е, 0, х 方向 上 的 位 移 , 刚 柱 坐 标 系 中 弹性 理论 的 三 维 应 变 -位 移 方 程 为 
_ ди _ 197 u _ ді 
ар Әз арту 8709; 
а а 


特别 地 , 式 (3.147) 中 的 剪 切 应 变 是 应 变 的 工程 定义 .使 用 r, x 坐标 或 xr,9 坐标 可 由 三 维 定义 
导出 二 维 定义 .各 向 间 性 弹性 体 的 三 维 应 力 -应 变 方程 相似 于 平面 应 变 方程 ， 


Tr = (]+ za Tay) 026 t vlew 52,21 


ое“ I+ ТЯ 25514 ~ uep + (e, + és )] 


= E _ r _ 
ба = G+ 090122734 V)Er + vleg + e,.)] 
са = Gem 6, = Се, Gp = бер, (3.18) 
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例题 详解 


зл 在 图 3-3 中 定义 了 一 个 ax 大 小 的 矩形 单元 . 设 一 个 有 如 下 形式 的 函数 
$ = А + Bz + Cy + Dry (a) 


(G 0) + 
ü= x,” X| 


Ь=у,-у, 


Ё 3-3 ЖЕЙТ АЯТ 


Ж ЕР 推导 矩形 单元 的 形状 函数 ,用 下 面 的 形式 写 出 最 终结 果 


$ = N,$, + М,% + Naha + Мф, (b) 
如 图 3-3 所 示 , 单元 的 边界 条 件 为 
%(0.0) = $, #(а,0) = $2 Alab) = $x %(0,5) = %, (e) 
АСО НКА (а Sr ЛІ E: 
# = A $) = А + Ba 


$, = А + Ba + Ch+ Dab $ó, = А + СЬ 
得 到 
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дев BC (4) 


将 式 (d) 代 入 式 (a) 并 重新 组 合成 式 (b) 的 形式 . 则 形状 函数 可 以 写 为 
N _ (а-х)(&— у) N. = z(b — y) 
1- ав 2 ав 
N. = 2 N, = Iac) ө 
3 ab 4 аһ 
节点 1 的 形状 函数 在 节点 1 处 等 于 1, 在 其 他 的 节点 你 等 于 0. 所 有 的 形状 函数 都 有 此 性 质 , 如 图 
3-3 中 演示 
在 图 3-4 中 定义 了 一 个 х,у 坐标 系 中 的 一 个 二 节点 的 三 角 单 元 ,三 节点 为 1,2 和 3, 分 
别 坐 落 在 全 局 系统 的 (zl у), (x2,y2) 和 {x3,y3) 上 ,根据 全 局 坐标 推导 形状 函数 ， 


% 
Y, 


М F ВЕН 3648 я OEA n ЖИ Щул, 


$ = Cit Caz + Суу (a) 
HERRN SEER E 
С, 
#=[1 x ael ЖЕ Ба Ф = [Сі tb} 
с; 
ШІЛ a tt ЗЕЙ # 在 节点 处 的 值 来 表示 
#(х.у) = fi Pray) = ñ, Planya = $a (с) 
特 式 {e) 代 入 式 (a) 则 得 到 可 以 解 出 С, С, 和 С, 的 三 个 方程 ， 
$ = С + Суху + Сау) $, 1 х y| С, 
f = Ci + Сі: + Су, 或 j} | xz Б (4) 
fa = Сү + Cira + Caya $; 1 ху yy 16; 
将 式 (d} 写 成 矩阵 形式 为 
[#1 = ТСЕ (e) 
HHC A 
HCI = [X] ti (D 
BROAR): 
$ = [а 1х) = [N]! $! (g) 
形状 未 数 就 是 式 (g) 右 侧 前 两 个 矩阵 的 积 . 
[N] = Гах] 或 [Nr м, Му}=[1 x Уух]? (h) 


HAE LA 3.30} 
Ni = [(z>ys — туу) + х(у)- уз) + ylz ~ лә) 2А 
N; = [tray — гу) $ r(3s — yi) + ylei- z4)]/2A 47 


Na = [{ ziya — іу) + і(у- уу) + yir: ~ æ) ]/2А 


. 52 ， 


3.3 


3.4 


其 中 


8) 


1 zl ур 
А = 六 aetli із Уз 


1 ху уз 


4 是 三 角 单元 得 面积 . 

图 3-5 显示 一 个 zx,y 坐标 系 中 的 四 边 单元 .节点 坐落 在 如 图 所 示 的 坐标 点 上 , 并 且 在 每 
个 坐标 点 上 的 温度 分 布 是 已 知 的 , 为 T 100°, T, =60°, Ts = 50°ЖП T4=9%0". 使 用 在 题 
3.1 中 导出 的 形状 函数 计算 在 =2.5 和 y=2.5 处 的 温度 . 


(2,3) 3 


4 (4,3) 
° 
I 2 


(2,2) (4,2) 


Қ тє 使 用 题 3.1 PERAR). EE a =2.0 6-2.) Н44(2.5,2.5) тр 
fast B/D AE TEB HR AR ЕУ 


_ la-a/)(b 5/2) 3 _ Хаја) в ~- b/2) 1 
М- 7 № = ab 8 


ab 8 
_ la/4 21 _ (a —a/4)(6/2) 3 
Ма пй 7 в N, = ab 88 


计算 出 的 温度 为 

T(2.5,2.5) = + (100) + T+ (60) + - (50) + ТАС) = 8S° 
推导 对 应 一 维 热 传 等 的 变 分 函数 .用 四 节点 线性 形状 函数 表示 变 分 函数 , 并 且 写 出 其 对 
应 的 一 般 的 矩阵 形式 , 


М E 使 用 式 (2.23) 扩 展 一 维 函 数 到 二 维 情形 ， 
; үз 
иту JTE рата o 
这 里 假设 了 均匀 厚度 r 热传导 率 上 Me, Er 和 y 方向 上 可 以 有 不 同 的 值 .表示 在 一 个 单元 中 温度 分 
布 的 形状 函数 具有 题 3. 1 FAHER, ЕНЕР Н ДЕН 


3.5 
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Ti 
т; 
T=[N, м, А N4] = МИТІ (b) 
T, 
T, 
其 中 只 有 形状 西数 是 > 和 у 的 函数 .定义 表达 式 (a) 中 仿 导 数 的 算 子 矩阵 : 
п [Z] 和 [= [2 6) 


411. ГМ ат. ЛІМІ 则 结果 是 1x EREL 15 4 ЕЕ, RA tax Е, E SE X T JÉ 
状 函 数 对 z HAER. ТЕЁ, [L,I{Nj 也 是 一 个 1 x4 知 阵 , 它 定义 了 形状 函数 对 у ARES SYTA 
算 , 将 .和 ,都 表示 成 1x 1 矩阵 .现在 (a) 可 以 写成 矩阵 方程 


IED = | {тїї МИТ! 


+ ТЕРМО Jik, L IINIT! - ITHINI Q] rdzdy (d) 


所 有 的 矩阵 项 相 乘 之 后 , 其 结果 是 一 个 1x1 和 矩阵 且 表 示 数 量 , 此 函数 可 以 对 | 们 | 求 最 小 . 式 中 前 两 项 
导致 两 个 能 相 加 的 4x4 年 阵 . 最 后 一 项 应 是 一 个 反映 Q 在 每 个 节点 分 布 的 4x1 矩阵 , 式 (d) 的 形成 
说 明了 有 限 元 公式 的 构造 过 程 .但 是 计算 中 生 要 一 个 更 紧 次 的 形式 .不 用 分 别 定 义 [L。] 和 [JI.v], 而 定 
文 一 个 算 子 年 阵 


并 可 用 一 个 逢 阵 定 义 [1 作用 在 [IN] 上 的 偏 导数 
iin- [= 
ajay 
ƏN (/2zr 8М,/8ы 2ƏN,;/3z W | 
7 үй әм,/9у Әм,/2у әМм,/әу! 
式 (e) 中 的 最 后 一 项 通常 称 作 有 矩阵 .通过 定义 一 个 热传导 矩阵 , 变 分 函数 可 以 写成 更 紧凑 的 形式 


Jim N, N; Му] 


(e) 


B 
ҚТ) = А тілімі ТІКІ КІМДІ - ITHIN]TQ 42у 
或 
ит) = | (Аөттівгіківіті -ітіліміа | агау а) 
(t) 938 ЕТІ ӘЗ ЕР EF ae. 


Bs Hi Лал АМ ЖКЖ Sh E A a АЛЕЯ BE. 
Ш ¿p 如 同 题 3.4 HARO Ж ЛЕЛЕ ТЕ ЕЕЕ, 并 求 其 关于 未 知 量 {T| 的 最 小 值 . 得 到 


| CarteltTiedrdy = J INT Q:azay (а) 
(а) йт НЯ Р A 4x4 的 局 部 刚度 矩阵 . 将 局 部 刚度 年 阵 定义 为 
[K] = | ЇВГЧЫЇВ}‹дєд› (b) 


Bl ARR BE ka БЕ — а Яу 
ap ам ә 
Ku = ЕК 974. m + T, зі) гаа (с) 
试图 计算 积分 之 前 ,需要 知道 形状 函数 的 导数 ,下 面 列 出 了 这 些 导数 以 供 参考 , 清 参 阅 题 3.1 中 的 式 
(е). 
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SN, -(Ь-у) № -(а-у) 
ах 7 ав ау 7 ab 
ӘМ; _ b= y а№ о-у 
dr а Әу а 
(4) 
М s> ӘМ ош 
ах = ab Әу T ab 
ам, zv 9№ аса 
дт ab Әу аһ 


例如 ,将 适当 的 导数 代入 到 式 (c) ,就 得 到 刚度 矩阵 的 第 一 项 ， 
Ku = ПТ l(b = ула, + ба ~ za, Jdxdy 


积分 并 代入 上 下 限 得 到 
(5%, + a2k yt 
3ab 
МНЕ АТПЕН Ж ЫҢ ks ДИН ЖӘН БЕ Ru F #Е А-А BL ip BR ЈА 7-28 
Ж. 


Kau = 


201%, %2а18%, — Db k, жа, 一 БА, аву 5%,-2а%, 
ТІН 2 25%, а, 5%,-ай%, – БА, – а?ь, lo 
对 称 29%, + 2а?в, — 2b?h, + а, 
25%, + 2a*k, 
ЕНШЕЖБЕЕЛЕЕН, ЭЕ E S: k F K PE DK Ë Н ВАС. P| BI r АТА Ж šE a +E Е У. (а) ЯТ 
端 项 表示 热源 项 的 分 布 ， 


(a — rlbh- у) а5/4 

арё £ xb - у) _ ab /4 
ІС 2 Qiza = 4 (10 (D) 

yla- z) aidd 


WAREMME Еч ЖІ. 

计算 图 3-6 所 示 平 板 上 稳定 状态 下 的 温度 分 布 . 沿 着 y= W 的 边 上 得 到 一 恒定 温度 T 
= 100, 并 且 其 他 边 上 的 温度 都 为 和 .为 便于 计算 , 假设 热传导 率 k = k. = 1. ERREA 
果 与 精确 解 .假设 WW= 上 =1, 且 由 于 解 与 i 无 关 所 以 可 令 :=1. 


Ш ғ, <, 时 ,控制 微分 方程 就 是 Laplace 方程 ， 并 可 几 分 离 变 量 法 来 求 分 析 解 . 本 例 中 
Laplace 方程 为 
“т өт 


一 一 — = 0 


ат? * ау? 
ЖЖ TO, у) = T(z,0)= ТОГ, у) = 0 T(z,W)= То= 100 F#5 
= mtl r 
T д Б Sat Дың "E| ©) 
(а) ШЕ ЖЧ (н =1,3,5) 得 到 下 面 的 结果 :了 (0.5,0.5)=25.0, T(0.5,0.5) =9.54 
和 (0.5,0.5)=54.12. 和 将 上 述 三 个 结果 与 一 个 两 单元 的 解 和 一 个 四 单元 的 解 进行 比较 .如 图 3-6(b) 
所 示 的 金属 平板 说 明了 在 二 维 问题 中 使 用 对 称 性 的 情况 .党 节点 2,3 和 5 的 金 悄 板 中 心 是 一 个 对 殉 
轴 ; 在 整个 爹 局 板 的 四 单元 公式 的 形成 与 两 单元 完 爹 一 样 .在 两 单元 的 公式 化 中 ,除了 节点 3 外 所 有 
节点 都 是 边界 点 , 且 只 有 一 个 未 知 量 .节点 3 处 的 解 为 了 =37.50. 它 可 与 分 析 解 了 (0.5,0.5) 相 比 . 
A 3-6(o 显 示 了 半 爹 属 板 分 成 四 单元 的 情况 ,此 外 再 次 沿 金 属 板 中 心 利用 对 称 竹 的 优势 .在 公式 
化 中 有 三 个 来 知 量 且 铝 的 过 程 与 两 单元 的 情形 相同 .计算 得 最 终结 果 为 T = 27.81, Т,-9.73 和 T, 
= 69.74, 并 也 可 与 分 析 解 相 比 ,在 金属 板 内 任意 坐标 点 处 的 温 麻 均 可 由 题 3.3 所 述 方法 计算 得 到 .由 
于 没有 热源 项 , 因此 关于 比 稳定 状态 问题 的 解 是 与 热传导 率 无 关 . 因 为 在 矩阵 公式 化 过 程 中 它 必 须 具 
有 非 零 值 , 故 将 它们 设 成 1.0. 
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3.7 ”构造 题 3.6 中 所 用 有 跟 元 模型 的 节点 坐标 和 单元 连通 性 数组 .构造 对 应 的 刚度 矩阵 ， 
Ж ғғ 首先 分 析 两 单元 模型 ,节点 坐标 数组 和 连通 竹 数组 (图 3-6) 分 别 由 表 3.1 和 3.2 所 示 . 


зі 
节点 x Y 
1 0.0 1 0.0 
2 0.5 0.0 
3 0.5 0.5 
4 0.0 0.5 
5 0.5 1.0 
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当 a = b =0.50 时 ,两 单元 模型 的 局 部 单元 是 相等 的 . 将 其 代入 到 三 3.5 的 式 (e) 得 到 局 部 刚度 矩 
阵 ; 
0.667 -0.167 -0.333 -0.167 
- 0.167 0.667 - 0.167 - 0.333 
-0.333 -0.167 0.667 - 0.167 
-0.167 -0.333 -0.167 0.667 
ҚНЕЗЕН НАЗЫ ЕНІМ ЕН ЕР ЕНЕ А K SW ТОН ЕРЕН), 并 且 初 始 时 强迫 第 
阵 为 0. ЗАДНЕЕ 6 x 6 BJ, EA R] А ЕНІН 17 3 98 И ЕЕ ЕЗ ЕКНІН! 
1 2 3 4 5 6 
0.667 -0.167 – 0.333 - 0.167 0.000 0.0007 
- 0.167 0.667 - 0.167 -0.333 0.000 0.000 
[K] = |- 0.333 -0.167 1.333 -0.333 -0.167 - 0.333 
- 0.167 -0.333 -0.333 1.333 - 0.333 - 0.167! 
0.000 0.000 -0.167 – 0.333 0.667 – 0.167 
0.000 0.000 -0.333 -0.167 -0.167 0.667. 
ЖЕН НЕ ЛУ Ed 2-6 УЫНА. TASH 4 АТА I u fi И АО рос 
贡献 . 
将 尼 零 边界 条件 代入 到 矩阵 方程 的 步 又 已 在 题 2.13 中 说 明 . 应 用 同样 的 方法 可 由 整体 刚度 算 往 
FA FHRA Е. ШК, EA ЛЕТЕ ВА ЕЛЕ. 
1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 9.0001 ГТ 0.0 
0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 6.000 {Т 0.0 
0.000 0.000 1.333 0.000 0.000 0.000 | 7; 50 
0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 |! т, 0.0 
0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 (т. 100 
400 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 | т, 1 
此 方程 组 的 解 与 题 3.6 得 到 的 解 是 一 致 的 . 
将 金属 板 分 成 四 个 单元 将 使 节点 数 增加 到 10 个 .图 3-6 所 示 的 节点 编号 不 是 最 好 的 节点 编号 太 
案 , 但 是 它 使 用 了 与 两 单元 模型 相同 的 编号 . 一 个 更 为 随意 的 节点 编号 能 更 好 地 说 明 连 通 性 . 节点 坐 
标 和 连 道 数组 分 别 由 表 3.3 和 3.4 给 出 .此 外 所 有 的 局 部 刚度 矩阵 都 是 相同 的 . 当 a =0.5 l b= 0.25 
时 ,它们 被 计算 为 


表 3.3 
和 节点 X Y 
l 0.00 0.00 
2 0.50 0.00 
3 0.50 0.50 
4 0.00 0.50 
5 0.50 1.00 
6 0.00 1.00 
了 0.50 0.25 
8 0-00 0.25 
0 0.50 0.75 
10 0.00 0.75 
| 
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%34 
整体 局 部 单元 
单元 节点 1 节点 2 | яз уа 
1 | І 2 | 1 8 
П 8 7 3 4 
E 4 3 9 19 
К 10 9 5 6 
0.8333 0.1667 - 0.4167 - 0.5833 
IK] = 0.1667 0.8333 – 0.5835 0.4167 
- 0.4167 – 0.5833 0.8333 0.1667 
- 0,5833 -0.4167 0.1667 0.833 


整体 刚度 矩阵 将 是 10x 10 的 .连通 数组 和 图 3-6(c) 显 示 节 点 3,4 和 了?- 包 将 对 两 个 单元 做 页 献 .在 代 
入 边界 条 件 之 前 ,整体 刚度 矩阵 是 对 称 惩 阵 ， 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
0.8333 0.1667 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.4167 -0.5833 9.0000 0.0000 
0.8333 6.0000 0.0000 0.0000 0.0900 - 0.5833 -0.4167 0.0000 0.0000 
1.6667 0.3333 0.0000 0.0000 - 0.5833 - 0.4167 -0.5833 - 0.4167 
1.6667 0.0000 0.0000 - 0.4167 - 0.5833 - 0.4167 - 0.5833 
0.8333 0.1667 0.0000 0.0000 -0.5833 -0.4167 
0.8333 0.0000 0.0000 -0.4167 –0. 5833 
1.6667 0.9393 0.0000 0.0000 
1.6667 0.0000 0.0000 
1.6667 0.3333 
1.6667 
ЖЕТЕН ЗАСАН VC АС Ж ЖЕ AEA 5 Wi BÍ АЕ Bb rs E, 故 不 再 说 明 .读者 可 以 证 明 


边界 条 件 将 矩阵 简化 至 三 个 未 知 基 , 并 且 与 题 3.6 的 温度 结果 一 致 


ESIR 


图 3-7 HRA 


3.8 ВАЯТ 3-7 所 示 的 约束 流 情 形 并 获得 一 其 有 限 元 解 . 上 游 10 in 深 的 水 和 下 游 
2 in 深 的 水 被 一 个 插入 某 多 孔 物 质 3 in 的 大 坝 隔 开 . 假 设 物 质 是 均匀 的 并 具有 水 力 传导 
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Жж K =10(10 3) .另外 ,在 上 游 处 存在 浓度 为 100 x10 "的 化 学 元 素 . 元素 将 在 多 孔 介 
质 中 以 扩散 常数 D. = 了 ,= 10(10 7 进行 扩散 ,并且 以 比率 常数 K, = 20(10 -人 进行 化 
学 反应 ,计算 壹 虚 (a) 定 态 扩 散 下 , (b) 具 有 对 流 的 定 态 扩散 下 的 化 学 元 素 的 局 态 分 布 . 
然后 , 假设 化 学 物质 在 下 游 处 被 测量 并 具有 50x10 前 浓度 .计算 考 虚 {c) 具 有 对 流 的 
定 态 扩 散 下 和 (6) 具有 对 流 和 化 学 反应 的 定 态 扩 散 下 的 化 学 元 素 的 恒 态 下 分 布 .本 例 中 
所 说 明 的 质 二 传输 分 析 是 符合 约束 流 公式 化 类 型 的 ,对流 项 在 分 析 中 不 占 主导 地 位 . 当 
把 此 种 分 析 应 用 到 对 流 项 占 主 导 地 位 的 情形 时 , 谍 半 应 特别 小 心 ;此 时 解 可 能 变 得 不 稳 
定 .注意 本 全 中 选择 的 物质 参数 , 如 反应 率 项 ,是 用 来 说 明 分 析 的 阐 不 是 表示 菏 个 物理 
问题 , } 
E EF 题 3.5 和 3.33 中 导出 结果 将 被 用 来 构造 刚度 徐 阵 . 坐标 数 利 连 通 数组 将 在 后 向 的 题 3.35 
的 解 中 给 出 . 
(a) 使 用 在 节点 3 和 6 的 边界 菜 件 c= 100 可 数值 求解 出 只 有 扩散 的 恒 坊 下 的 解 . 在 所 有 节点 结 采 都 
是 100 月 与 扩散 常数 无 关 , 作 为 对 整 体 刚度 融 阵 正确 构造 的 一 个 检验 ,读者 可 以 证 明 这 个 结果 . 
(b) 使 用 势 流 原理 果 计 算 水 流 过 土壤 介质 的 迷 度 ( 见 第 二 章 ) .均匀 物质 意味 着 K. = K, = K, BOH 
Тиін а 

6-0 或 А ао (а) 
#ҢЕ К 无 关 , 用 题 3.5 PHARE ARRE E РЕ. ЖЫ ЁЛЕ Б) (БТ Ж B ВИ БЕЗЕ ЕЕ 
相 革 的 方式 组 织 的 .显然 所 有 的 单元 不 必 是 相同 的 .使 用 y=0 做 为 一 个 基准 点 , 则 本 钊 中 在 上 游 一 侧 
的 侧 压 水 头 就 是 高 程 水 头 加 上 压力 水 头 , 即 为 16 in. 在 下 游 一 便 上 =8 in, 在 节 志 1,2,3 处 的 边界 茶 件 
为 站 = 16, 在 节点 9- 12 处 为 占 =8. 在 其 他 节点 处 上 的 解 为 h4= 13.803, А; = 14.379, h; = 10.197 ЖІ 
hs=9.621. 计 算出 的 速度 为 

u =- КЧК 和 КФ (b) 
使 用 题 3.4 的 {e) 式 ,计算 在 一 个 单元 中 心 的 速度 的 等 式 可 写 为 
` jat = — (КУЛ МЫ 

或 由 题 3.4 HRU 


ну -ıl Ku 0 -b +y b- - ha 
МЕИ «Ге? 22 。 2] hs (ә 

h4 
在 本 例 中 是 计算 单元 中 心 处 的 速度 , 即 在 式 (o) 中 取 = = a/2 和 y=&A2. 关 于 六 值 的 矩阵 对 应 题 3.34 
中 的 连通 表 ., 有 关 速 度 的 结果 列 在 表 3,5 中 ,使 用 二 阶 项 的 局 部 刚度 定 阵 , 题 3,5 中 的 式 (e), 并 结合 题 


3.33 给 出 的 关于 传输 项 的 结果 可 计算 出 深度 .边界 条 件 保持 与 (a) 部 分 中 相同 ,Cy= C, = 100. 可 以 证 
明 在 每 个 节点 处 的 最 终结 果 都 是 100. 


33.5 每 个 单元 中 心 的 建 度 (1075 its) 


(ӘЖЕГЕ ПИА ЖҰР, Co С = 50 之 外 ,{e) 部 分 的 公式 推导 与 fb) 部 分 相同 .最 终结 果 列 在 
表 3.6 中 . 
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表 3.6 有 法 流 时 的 浓度 


节点 | 深度 [x 107°) 
1 97.381 
2 98.165 
3 100.000 
4 89.781 
5 92.818 
6 100.000 
7 67.458 
8 63.313 
50.000 
10 56.536 
11 54.348 
12 i 50.000 


(4) ЛЕК БЕЛИ БҮЙЕН L HE RE gel 3.33 中 给 出 .由 于 条 有 的 单元 有 相同 的 大 小 ,所 以 所 有 单元 的 局 
部 删 度 和 矩阵 都 是 相同 的 , 并 且 和 矩阵 仅仅 加 入 到 {c} 部 分 中 导出 的 单元 , 边界 条 件 保 持 相 同 .在 表 3.7 中 
给 出 了 浓度 的 结果 . 


ЕС ЕЖЕ 有 对 流 和 化 学 反应 时 的 浓度 


节点 | ЕШ х107°%) 
1 69.338 
2 78.348 
3 100.000 
4 80,110 
8 67.122 
6 100. 000 
7 42.118 
8 41.448 
9 50. 000 
10 36,331 
11 40.247 
12 50.000 


使 用 式 (3.13) 推 导 对 应 第 二 章 的 轴 向 载重 杆 的 变 分 函数 . 
М se 首先 考虑 体积 分 中 的 项 ,在 一 维 情形 中 ,应力 张 量 mw 和 应 变 张 量 e АЛУЫ ЛУ Л) с 和 应 变 


e HH, f, 和 и, 是 一 维 中 对 应 体积 力 和 位 移 4 的 向 量 .一 维 中 的 基本 原理 是 胡 克 定律 , 即 ¿= 
Ее. ЖАЙУУ 


ІК 22 _ м) ау 
S АУ = дАдт 和 | дА = A; 然后 积分 可 以 写成 
|| тве _ мА: 
EAH 2.9 的 式 (a), 刚 得 到 所 期 望 的 结果 . 
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ТЕЕ! -Jar 
积分 项 ЕСІС 表示 一 个 外 部 表面 的 负载 ,能 用 图 3.8 来 说 明 . Т, 项 称 为 一 个 压力 矢量 , ЕШУ- 
АНЕ С ШУ) ЕКЕН ЕЗІЗ, 如 图 中 所 示 . 如 时 轴 向 应 力 的 基本 定义 为 z= Р/А,Ң Р Ж 
-个 作用 的 外 部 力 , Ден ЗІЛ ое о P/A 且 表 面积 分 变 成 | (Ри/А)дА = Pu. 此 时 是 村 
的 自由 端的 位 移 , Ри 项 可 解释 成 外 部 功 . 


Хы 
Шш 
apy 


ВА 3-8 S FA ATB TE 


БЕН 2K(3.13)B1J ИНЕ МОЁ АСЫҢ ТҮННЕН ЕН ЛУ РА. 

Қ ЕБ Х(ЗОЗУЕЛЕ ЕЛЕНЕ kR JEE КШ 3.9 说 明了 每 个 张 且 项 被 其 - - 维 对 应 

项 代替 的 一 维 问题 .一 维 函 数 需 要 - -个 更 - 般 的 方法 .但 是 对 于 那些 木 熟 悉 张 量 标记 的 读者 , 可 以 以 

式 {3.13) 为 模型 使 用 乍 阵 来 构造 函数 . 事实 上 ,由 于 最 终 的 结果 要 用 适合 于 数值 计算 的 形式 表示 , A 

此 使 用 短 阵 可 以 促进 整个 过 程 .但 是 在 阶 数 上 应 小 心 .因为 张 服 分 析 和 年 阵 原理 是 不 能 交叉 的 两 个 

不 同 的 数学 概念 .每 个 概念 都 有 其 各 自 的 规则 . 短 阵 原理 经 常 被 用 来 用 适合 于 计算 的 形式 表 东 矩阵 . 
现在 仅仅 考虑 式 (3.13) 的 体积 分 中 的 第 一 项 .相似 的 短 阵 表述 为 


| е ау (а) 


在 第 卡 儿 张 量 标记 中 的 胡 克 定律 为 

аң = Cut 
Break Нр. МЫНА 

lal = ІСІ! (b) 
并 且 式 (bh} 中 的 每 一 项 都 有 一 -个 根据 弹性 问题 可 求解 的 形式 .3.4 39 ЕТИ! РЕД BJ E 8 


L Cu Со Ü “| 
ty f= 1Сұ Ср 0 | (c) 
Try 0 Ü Ca 21 
HER С]АЯГ ЛҮК ТЩ F JJ ө ЕТ БЛ ОАЫ АНЫЗ a) 

| 二 [extclrqdy (а) 


其 中 可 使 用 式 (3.3) 用 节点 位 移 来 表示 应 变 . 刻 同 在 题 3.4 中 那样 , 引出 一 个 把 [e] 与 节点 位 移 jui 的 
导数 联系 起 来 的 算 子 算 阵 -单元 位 移 必 须 用 形状 函数 和 节点 位 移 的 形式 定义 , 由 于 在 每 个 节点 处 都 
有 两 个 未 知 量 ,因此 这 就 需要 一 些 组 织 . 考 虑 图 3.9 中 的 四 节点 单元 , 其 中 在 每 个 节点 处 有 商 个 自由 
度 , 并 且 图 中 显示 了 一 个 标准 的 节点 编号 方案 ,对 应 z 和 yy 方向 上 的 位 移 分 别 为 x Mo TALEE 
阵 可 写 为 


juj = [а ur из т; ша Әз u4 тш]! (e) 
单元 位 移 是 使 用 形状 函数 用 iu 来 定义 ,比如 
u (z, y) = Міні + Муну + Мҙиу + Nataq Жез? ш Nivi t №лә + Ngu + Муш (Ü 


一 般 地 ,单元 中 任意 位 置 r, у Bhai qu up ti Ы ЕЕ АУ 


ШЕ [N]lul (g) 


ғ 


其 中 [N] 的 形式 是 依赖 于 用 求 定义 单元 上 节点 位 移 的 编号 序列 .现在 返回 到 式 (中 和 前 夯 提 到 的 算 子 
ЖЕ, 
以 式 (3.3) 为 模型 ,定义 一 个 算 子 算 阵 把 应 变 与 式 (g) 的 位 移 联 系 起 来 : 


Еш ajax ù 
іі = 4 ре К А НЕ 81%) (h) 
Е /ду afar Ы % 


ху 
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和 将 式 (g) 代 入 到 式 (h): 

еі = ИМИШ (i) 
并 和 且 注 意 到 式 (i) 给 出 了 在 任意 的 x,y ЖНГ R ria oni. yh, i F E B uE AEREN E 
义 的 ,所 以 式 人 中 是 一 个 可 以 适用 于 任何 单元 的 一 般 表 达 式 .在 有 限 元 分 析 的 术语 中 矩阵 汪 积 [1.][N1 
克 作 LBj] 和 矩阵 .将 式 [让 代入 到 式 {d) 就 可 得 到 次 分 随 数 中 第 一 项 的 最 终 形式 


| = | Aiei IBIICIB ulay Ф 
м м 
式 (3.13) 的 栖 积分 中 的 第 二 项 表示 体积 力 并 与 题 3.4 中 的 热源 项 相似 , 变 成 

[аттау (k) 


ЖАЗ ІЗ НЕ А-Т ЛЕ ЕНЕ py E аа 5] A, 力 边 界 条 件 或 分 布 压力 迪 界 
REE r Ry 方向 上 的 单一 节点 上 施加 的 集中 力 边 界 杀 件 可 用 第 二 章 中 祖 同 的 方式 进行 处 理 . 庄 
力 边界 条 件 必 须 分 布 到 处 于 被 建 异型 狗 理 间 题 边界 单元 的 边 上 .表面 积分 给 出 了 如 何 根据 所 使 用 形 
状 函 数 记 分布 举 引 力 或 压力 的 信息 .具有 一 个 下 标的 项 Т, 晨 一 个 汞 其 ,并 因此 应 有 两 个 分 量 1T1 = 
ГТ, 工 ]". 用 矩阵 形式 表示 的 表面 积分 加 下 .{ 在 下 面 的 回 题 中 将 给 出 其 他 的 讨论 ) 


ЖЫНЫС (D) 


道 过 合并 式 (j) 一 (就 得 到 最 终 的 结果 . 

使 用 题 3.10 中 的 变 分 叙述 推导 第 卡 儿 华 标 系 中 平面 弹性 问题 的 四 节点 矩形 有 限 元 的 
刚度 矩阵 . 

Қ EF 求 题 3.10 中 的 变 分 函数 对 位 移 矢 量 的 最 小 . 


ЯШ = [тилсе alay - INT yav -| CNTITls = 0 (a) 


使 用 图 3-9 中 的 节点 和 位 称 编号 方 案 ,由 此 得 到 iu 的 定义 为 题 3.10 (е) EB 3.9 中 的 式 (g) 对 应 
图 3-9, 其 中 的 形状 函数 矩阵 为 
N 0 М, 0 N 0 N 0 
[N] = | | 
0 N 0 М, 0 М, 0 м, 
ИЛЕШ ИН 3.10 中 的 式 (b) 定 义 , 且 和 矩阵 [B] 为 [L][N], 它 旦 一 个 由 3x 2 ЖЕП 2 x g Е 
阵 [N] 相 乘 后 得 到 的 3x8 和 手 阵 
2N /2x 9 Е 0 aNaf ax 0 ANafar 0 
[R] = | | с) 


(b) 


0 3N, 3y 0 2N./9y 0 ӘМ ду 0 ӘМ,/ду 
ӘМ ду IN Ix ӘМ,/ау ƏN xz ӘМуау 8М,/2: ӘМ,/4у ƏN fðr 
道 过 假设 在 z 方向 上 有 等 常 摩 度 : 后 ,体积 分 就 变 或 了 面积 分 .计算 得 刚度 矩阵 为 
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[K] = | [BJrICJ[B]iaa 


显示 式 (d} 中 的 乘法 . 征 阵 [C 由 题 3.40 PRACA H, 且 刚 度 逢 阵 的 首 项 为 


am oN, sN] 
Ku = ёт Cn Br t ау Сз ау ЧЕЧ? 


形状 函数 的 导数 在 问题 3.5 中 给 出 并 代入 到 上 式 得 到 


Ге G= с. (e = z) 
Ku = ШЕ I AT + Cas P tdrdy 


Cab Cual 
ll , аб 
Ka = (Sus, 222 | 


MERRE О 8 x ER, 如 下 面 的 式 (e) 


(4) 


式 (时 中 的 第 二 项 与 问题 3.5 中 式 (人 D 的 热源 项 相似 .关于 起 (a) 的 曲面 积分 将 在 下 面 的 问题 中 讨 


Cus Capa Суз Саз _ Cut Cna Cuo С Сув Сұм Ĉu- hb Üye — - C+ Cp 1 
За * 35 4 За * 65 4 ба ев 4 ба 3à 4 
Сира Usb -Сізбі Сре Cab -Сп-Сы Ca Сәй Сш-бСы | СОша Сав 
ТИШЕ 4 [7 За 4 6b — ба 4 3% ña 
сц са - Сіз- C33 Сиё Ска Сы Cy _ Сці буа С + Сі 
За *°%ь 4 ба 773% 4 ба 776% 4 
Ena Сиз -Citta _ Спа | Gat Eyt Cy _ Сла _ Cyb 
35 За 4 35 ба 4 ha фа ( ) 
Cut Сза Curen Chó Cua Cb Cu е 
За 3h 4 За бё 4 
Сда б» — - Ci ср Сда Cie 
жж 3b + 3a 4 T eb Зза 
Cus Cya - Сүз - ©з 
Зе * 3A 4 
Ода Саб 
ы — 


BHE 3-3 ТАНИ SA Sui с 且 在 连接 节点 3 和 4 的 边 上 分 布 有 一 均匀 压强 负 
R p,, 单 位 面积 上 的 力 . 使 用 题 3.10 和 3.11 中 的 变 分 函数 确定 节点 3 和 4 上 的 压力 . 


Е es 如 同 题 3.11 的 式 {a) 那 样 ,将 曲面 积分 最 小 化 ,为 


ІШЕ 

ЯНА 3.11 ФАУ (ЪИ К А®ГЕШ (а), 则 得 到 一 个 一 般 表 于 式 
N, 01 IN, T, 

0 N N, T, 

М; 8 N T, 

КНМ 

3 y Ns T, 

0 M МАТ, 

М. 6 М.Т, 

0 N.! N, T, 


(a) 


(b) 


连接 节点 3 和 4 的 单元 边 对 应 局 部 单元 坐标 系统 中 的 边 y= b. ERR PARRE ЖЕШ] ЛИЗ. 1 
"бе, КА у= ӨЗІМ, = М,-0,М;- д/а А, = (а -zn ,表面 这 引力 用 T-= р. 0 
T,= р, 代替 ,最 后 dS 用 tdx RE, Нс 是 单元 的 厚度 且 积 分 是 沿 > 轴 的 ,注意 如 果 表 面 负载 是 用 
每 单位 长 度 的 力 来 表示 , 则 上 可 以 省 略 , 将 N. 和 N, 代入 到 式 (b) 并 在 0 到 a 上 积分 ,得 到 最 终 的 负 


жан 
0 0 0 0 D par2 0 да/2[ 7 


(е) 


图 3-10 的 金属 板 是 6x10in 和 0.2 t E, ШЕР Н 10,000 psi@ 的 张力 ,使 用 一 
个 单元 分 析 计 算 节点 位 物 ,应变 和 应 力 .假设 EE =10(10)psi, 并 且 求 当 w=0 和 = 


Ф 1psi=6.89476 x 10? Ра. 
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0.3 时 题 的 解 . 


tf=0.2 in 


tt 


10,000 psi 


è (5.0,2.5) 


图 3-10 


E Ер уй ЫН КИЛУ ЛЇЇ. Л ЖЕ ТР ЛУ ЛУН S S {Б ТЕРЕ mra EEE, 但 不 多 
许 有 刚性 的 体位 移 和 旋转 .节点 1 在 两 个 方向 上 都 是 固定 不 变 药 ,节点 2 在 у 方向 上 是 固定 的 ,节点 
4 在 之 方向 上 是 固定 的 ,如 图 3-10 所 示 . 对 于 8 个 可 能 的 节点 位 称 来 说 , #1 = ug u= u= 0 ЖЛ 
ЖӘН. 

Ез 2 ПЕН АО ЖЗ Қ 2 和 3 的 压强 负载 应 为 (10,000 ры) (6 іп) (0.2 iny/2 = 
6000 1b. HÆ 3.141 的 式 (e) 给 出 的 局 部 刚度 矩阵 变 成 一 个 单元 模型 的 整体 刚度 矩阵 .物质 常数 可 用 
平面 应 力 的 本 项 方程 进行 计算 , 当 w=0.3 时 , 式 (3.6) 一 式 (3.8) 得 到 Ca = С = EAI- vw) - 
10.9890(10) psi, Ср = ӘЕ/(1- 02) =3.2967(10) ры 和 Cy = Е/2(1% 0) =3.8462(10)5 psi, Wih 
SR IFO R 3 EIN A A. ЯШ „= 0.3 ИНЕЛЕР ЕУ 


1 0 0 0 0 0 0 о J| 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 © 0 
0 0 4,334,555 0 -1,037,850 -137,363 0 1,785,710 | | uz 6000 
0 0 0 1 0 0 0 0 zal jo 
Ü 0 -1,037,850 0 4,334,555 1,785,710 0 — 137,363| |u, 6000 
0 0 -137,363 0 1,785,710 6,874,240 0 2,282,270! |ә, 

0 0 0 0 0 0 1 0 ua 

0 1,785,710 0 -137,363 2,283,270 0 6,874,240. 


位 移 结 果 在 表 3.8 中 给 出 . 


33.8 节点 位 称 fin] 


因为 用 线性 形状 函数 推算 这 个 问题 的 线性 解 ,因此 位 称 的 解 是 准确 的 ,此 让, 当 w=0 时 问题 是 一 维 
НІҢ ЖУР Si i ӨЗ. 

使 用 题 ТЕН (DH WU ЖЕ. ТЕ ЖЭН БЕЖЕН (1109) = ГВ) Н 3.10 的 式 (c} 络 出 , ЖБ 
导数 由 证 3.5 BJ rC (d Bs ЗАҢЫ 3.5 (АН: 和 y Жс =в/2=5.0% y=b/2=3.0, WE 
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3.14 


表示 单元 中 心 并 计算 1e| =[Bjiui. 当 w=0 时 , cn = 0.00024 Ey = ey=0.0, 当 w=0 时 ,6,, = 
0.0002, ,= -0.0006 H sy=0.0. 另 外 此 基本 问题 的 解 是 精确 的 . 
使 用 题 3.10 的 (计算 应 力 , 并且 对 于 两 种 情形 都 有 о, = 2000 和 ay = о, = 0.0. 
使 用 图 3-4 中 定义 的 三 节点 单元 推导 热传导 问题 的 局 部 刚度 答 阵 ， 
Жооке 局 部 刚度 年 阵 由 题 3.5 АО: 


[K] = | ІВГІМІВМ4гау (a) 
温度 用 每 个 节点 处 的 来 知 温度 来 表示 , 且 除 了 这 里 只 有 三 个 节点 值 的 差别 外 , 它 与 题 3.4 中 的 式 {b) 
相似 ， 
Т = ІМ М; N; liT, T: Ts| T = [N]: TE (b) 
ЖЕЛИН 3.2 中 的 式 (给 出, 为 方便 起 见 ,将 它们 写成 如 下 形式 


er + бух + суу 
2А 


N, = 


- at ёзх + сау 
М, = 42 25 = (c) 


其 中 
ар = Жуз 13У) бр = ур уу сұт тузт) 
аз = Хур Ty; фу = 33-31 6р = 1 - ту 


аз = руз — Хзур бу = урт Уу; c= 13-4 


ЖН] (ОЕА АСЫНАН ЕУ 


а. а) аз 
[N) = [1 Жж yj в. ba ba + 2А 


C] Г2 43 
对 于 热传导 问题 或 一 切 电 具有 p-o АҚ А) ÑA БЕРТИК ШТ Pi Bi , | B) SE ЗЕ 
[LJ[N], 其 中 算 子 矩阵 [I.] 由 题 3.4 的 式 (e) 给 出 . 


ау ау аз 
ајә 010 
КА 


bh b 
ївї=]" i Jeza 


С] Ç, C3 
式 (a) 中 的 物质 矩阵 是 一 个 2x2 ЕЕН Ef 3. 4 ЗЕ ААН ЦЕ]. Е ГИН Ж, 所 以 
面积 积分 为 | dxdy = A 等 于 三 角形 的 面积 .代入 到 式 (a) 得 到 对 称 答 阵 为 


БТЕ. + cik, 88%, + cicak, bibak, + cicah, 


[K] = Мы, + cik, bybyk, + czesky | (d) 
bik + cik, 

式 (9 可 用 来 进行 数值 计算 .但 是 为 了 计算 机 实现 , EA E E ЖЕНЕ АЕ EH ДИЕ КОШ Ж 

的 程序 计算 [Kj. 

计算 题 3.6 中 金属 板 的 稳定 状态 温度 分 布 :a) 使 用 图 3-11(a) 中 的 三 个 三 角 单 元 ， 

(b) 使 用 图 3-11(b) 中 的 四 个 三 角 音 元， 


Ë EF (a) 使 用 对 称 性 建立 一 3.6 中 金属 板 的 模型 .由 节点 1—3 构成 单元 上 被 用 来 计算 将 要 代 


入 到 题 3.14 式 1d) 中 的 局 部 刚度 矩阵 的 各 项 ,说 着 矩阵 的 顶端 和 侧 边 的 数 导 对 应 幕 体 短 阵 中 的 行 ， 
ЖЕЛЕ k, = А 1.0. 
Ежі. 
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|” 
T, = 100 
5 
- 
T =Ü 
1 
Тей 21 x 
L 
| L=] | 
(а) EË mH: N 
т, To 
5 6 
у 
ry 
3 4 
Ж gi 
I 
1 2 
L L 
' t 
b щй + (с) 转换 的 四 单元 襟 型 
Ё 3-11 
В ш- 0.8 cí = 0.0 А = 0.125 1 2 3 
b; = 0.5 0.5 Кү] 05 -0.5 0011 
= А £ = — . = 
ý 10 2 5.5 1 -0.5 1.0 -9.5[2 
=. 37. 0.0 -0.5 0,543 


由 题 3.2 中 给 出 的 结果 可 计算 出 面积 А.А РП ШЖ ТИЕП S КЕ. 
单元 [[: 


b =-0.5 ср=—0.5 A=0.25 1 3 Š | 
0.5 -0.5 00 

b, = 1.0 = 0.0 Ку] = 

2 5 °з 25 Ка] о 1.0 эз; 

Бал ñ = ~ 0, ' 

3 °з 0.0 -0.5 0.545 

BLOG; 

М-00 e =-0.5 A=0.125 3 4 Š , 
0.5 -0.5 00 

b, = 0.5 c, = 0.5 [Ka] = 

N 25 ? 0 й É 1.0 сар 

жараны 0.0 -0.5 05-5 


ЕЕ ААН ИҚ K Sk PKR ЕЗ РЕ. 


1.0 -0.5 -0.5 00 о001(Т 

-0.5 1.0 -0.5 00 0.40)||7; 

-0.5 -0.5 20 -0.5 -0.5|47,):-10 

00 00 -0.5 1.0 -0.5||7， 

00 0.0 -05 -0.5 1.0 (т, 
代入 边界 条 件 Ti= Tz=0 和 T, = T; 100, 可 将 上 面 的 方程 组 简化 成 具有 一 个 未 知 量 的 方程 , 并 可 
计算 出 Т,-50.0. 
(b) 用 相同 的 考 法 可 构造 四 单元 柳 型 的 赋 度 矩阵; 并 省 略 中 间 步 骤 . 在 代入 边界 条 件 以 前 的 整体 刚 
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кера 


Г 10 -0.5 00 -0.5 00 001(/7 
-0.5 1.0 -05 00 00 0.0 |172 
00-05 20 -1.0 -0.5 0.0 |73 
-0.5 00 -10 20 9.0 -0.5! T, 
00 0.0 - 05 090 1.0 -0.5| |7, 
L 00 00 00 -05 -05 10 (т, 


代入 边界 条 件 后 T 是 惟一 的 未 知 量 .计算 出 它 为 T=25.0, 这 与 题 3.6 中 的 结果 完全 相同 . 当 与 是 
3.6 中 四 单元 分 析 相 比 ,就 有 一 些 关于 这 种 分 析 精 确 性 的 说 明 . 这 种 四 个 三 角形 的 分 析 的 方案 比 是 
3.6 中 四 个 矩形 更 精确 地 适合 求解 表面 实际 的 温度 分 布 .但 是 这 不 能 推断 出 三 节点 三 角形 比 四 节点 
矩形 更 精确 .有 兴趣 的 读者 应 用 图 3-11(c) 所 示 的 矩形 单元 方案 建立 金属 板 的 模型 ,因为 这 种 方案 看 
起 来 更 好 地 通 近 解 表面 

316 证明 对 一 个 三 节点 三 角形 有 限 单元 面积 坐标 与 形状 冰 数 有 关 . 并 县 面 积 坐 标 导 致 了 形 
状 函 数 一 个 不 同 的 ,但 却 等 价 的 公式 形式 . 

E ке 考虑 图 3-12 中 的 三 角 单元 , 它 与 图 3.4 中 的 三 角 单 元 相似 . 庆 点 


已 不 是 节点 面 仅仅 是 一 个 任意 的 参考 点 ,面积 坐标 定义 为 


L — He —3 — P) L _ area(3 — ] - P) 
17 areal] —2- 3) E агеа(1-2 - 3) 


_ шеа(1-2-Р) 
Ls = агеа(1 =- 2 ~ 3) (а) 


参数 工 , 工 ; 和 L, 称 作 面 积 坐 标 , 因为 它们 当中 的 每 一 个 都 代表 着 整个 三 

角形 面积 的 一 个 部 分 , 并 且 它 们 的 和 应 等 于 整个 三 角形 面积 (图 3-12). 
Area(2 — 3 — Р) +aarea(3 — 1 — Р) + area(1 — 2 — Р) = arall- 2 — 3) 
3-12 RAIRA 


= 101 


L, + L; + L, = 1 
JX FEB ЧЕ pR PTE ИЧЕ Н ER tn, 是 可 用 已 说 明 的 形式 表达 .坐标 L, 起 始 于 边 2-3 并 对 应 由 边 2.3 
和 点 PP 所 定义 的 三 角形 的 面积 .注意 邵 果 允许 工 | 增 大 并 到 达 节 点 1, МЕРІНЖІ,Ш L. = L. =0, 
看 起 来 L. 的 行为 类 似 于 节点 1 的 形状 函数 N FEE, 由 医 3- 12 可 导出 下 面 的 美 系 
ц- [> 在 节点 1 
0， 在 节点 2 和 3 
La N 在 节点 2 
° lo 在 节点 1 和 3 
Ly = |. 在 节点 3 
0， 在 节点 1 和 2 
图 3-4 说 末了 每 个 节点 的 坐标 位 置 .面积 坐标 L, 相对 于 整体 面积 的 比值 早 (x,y 是 已 点 的 位 置 } 


1 1 1 
area(] — 2 — P 1 . 
La = ee 二 二 全 = а Ж; | А nl 


1 32 У 


或 
La = (хуз зау) + ehy- ә) + y(z>-— r) 2A wa (b) 
HESAR 3.2 中 式 (给 出 的 定义 相同 , 则 可 得 到 对 三 节点 的 三 角 单元 有 工 ; = N3 .通过 相似 的 
计算 可 得 到 等 价 的 定义 LL1 = N, 和 L, = №. 
3.17 ”使 用 面积 坐标 和 数值 面积 积分 推导 对 应 式 (3.2) 中 化 学 反应 项 的 三 节点 三 角 单 元 的 刚 
ЕРЕ. 
E ЕР 由 面积 坐标 和 相应 的 积分 公式 可 实现 一 个 三 节点 三 角形 上 的 面积 积分 ， 


а ву] 
(a + B+ À + 2)12А (а) 


ЗЕР Е АЕ РЕВЕ ОНР 3.32 中 给 出 (函数 中 第 三 项 ,在 对 |Cf 求 最 小 化 后 ,表现 为 


| LILSLSdA = 
A 
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3.19 


J INTIK ЈС! гага (b) 
WIEL- AEREN EHR THER, th 3.4 НА ЕА ЕКЕН Н s лж. 此 时 算 子 
ШАК, Н Б OR: 
ШИМ = [LN N; Ns] = [NI № А] (с) 
ВЕНА ЖН ЖЕЕ ТЕ К Сс), ЫҢЫЗ. 14 Н хх (с) КА BEMER F E WE Sp 
tH ЖЕ Ж ВИТЕ ЕР. EMARE МТА РЕЗА Е АН Е, ЯЕ ВЕНОЗ ЧУ А ИС К) 
Jr k aF py PARATA BEARRA F 


N, С, 
ІНЕ М, voleh (d) 
М Сз 


в) H: E: НЕЕ Ж ЗІН 
Ki = | ak N dzqy 


由 题 3.14 中 式 (c) 给 出 的 形状 函数 定义 将 会 导致 在 代数 上 复杂 的 数学 运算 .使 用 题 3.16 的 结果 或 
只 考虑 首 项 ,形状 函数 可 用 其 等 价 定义 来 代 壹 , 则 式 (a) 为 


[nazas = акен = қал = тутуу 3 KA = ұра 
注意 指数 式 (a) 中 的 а Fl p 都 为 零 且 在 计算 中 代入 它们 的 零 值 . 如 同 题 3.15 那样 计算 面积 ,对 化 学 
反应 项 的 完全 的 刚度 息 阵 就 变 成 
2 1 1 
ЗЕН А 
1 1 2 


使 用 三 节点 三 角形 单元 的 形状 函数 表示 式 (3.2) 中 对 流 项 的 刚度 矩阵 , 并 证 明 怎样 用 
面积 坐标 和 面积 积分 计算 最 终 的 局 部 刚度 矩阵 . 


Ж ке 在 最 小 化 完成 之 后 在 题 3,32 中 的 变 分 函 歼 中 的 对 流 项 的 形式 为 
| INT'ToəJILJINTICI azdy (a) 


在 这 个 例子 中 算 子 将 阵 对 应 如 同 题 3.14 所 示 的 一 阶 导 数 .[N]7 的 首 项 对 应 前 一 个 问题 的 形状 函数 
ЕРЕ, 但 是 必须 写成 可 适应 二 维 公式 化 推导 的 形式 . 题 3.17 中 的 式 (c) 写 为 


1 М, N, М, 
ЖЕНЕШЕ 
N, М, С, 
N. N B Т AN, Àr тола c 
| 2 2 0 uyd LAN Iy ӘМ,/8у ANDY 2 (18А (b) 
3 № Сз 
881 ЕН — HA 
К = (ма, + аы, Jada (c) 


用 等 价 的 面积 坐标 代 蔡 形 状 函数 , HARER С) АВА <, у 的 函数 , 并 召 由 题 3.14 


中 的 结果 在 式 (c) 积 分 之 前 林 计 算出 这 些 偏 导数 ,在 代入 用 面积 坐标 表示 的 形状 函数 之 后 ,被 积分 的 
项 表示 为 


11010! 
ка- f (tuu Pshu “аА _ _(1010!)2Au.bit. 


т 2А У2А (1+0+0 + 23124 
WOO Ausit (а,б + uzi)t 
(1+0+0+2)!2А ` 6 


ЭЁ Л ИИ BEE RETE 3 < 3 的 , 用 相同 的 方法 计算 其 余 各 项 .( 见 题 3.39) 
使 用 三 节点 三 角 单 元 推导 平面 庶 力 分 析 中 的 FEB] 和 拒 阵 . 


Ж КЕ 推导 过 程 与 题 3.11 中 的 相同 .在 这 里 必须 计算 三 节点 单元 的 年 阵 跟 积 ,其 中 的 导数 可 化 


264. 有 限 元 分 析 


人 题 3.14 中 的 结果 ， 


8/4: 0 N, Ü N, 0 M 0 

181= 0 2/9; К м 0 N 0 М 
Рау 9/Әт 

b 0 5 Obh D 

0 с © с, 0 "|> (a) 


сі бү су by су фз 


320 假设 在 图 3-13 中 的 三 角 单 元 的 节点 1 和 2 之 间 有 一 均匀 变化 的 压强 负载 po EAR 
分 公式 计算 在 节点 1 和 2 的 负载 分 布 . 


局 部 坐标 系统 


Ё 3-13 


Қ «ғ 假设 在 节点 处 建立 一 个 局 部 坐标 条 , 则 庄 蝇 负载 公式 为 


pr = е = p, 一 (a) 
9179 b; 


在 此 数值 积分 的 计算 中 ,积分 是 沿 着 一 条 线 而 不 是 在 一 个 面积 上 涝 行 .对 此 沿 着 一 条 线 的 积分 公式 
是 与 是 3.17 中 的 式 (9) 一 致 ,此 时 坐标 称 为 长 度 坐 标 : 


ін 144 = 2217г (b) 


一 维 有 限 元 会 式 可 用 长 度 坐 标 来 表示 , ЇН ДЕҢ 5 E ARRA + ЛШ, 它 通常 没有 什么 优势 . 
延续 在 题 3. 12 中 式 {b) 所 使 用 的 方法 ,并 回想 一 下 1T。 T, 7 表示 任意 牵引 力 类 型 的 裘 面 负载 . 灌 
着 连 梳 节点 1 f 的 线段 上 L, 为 零 , 或 者 根据 长 度 坐 标 知 只 有 工 | 和 L, 存在 ,对 应 Т, 的 项 都 为 


Ж; 
N 0 Li Р. (уу = y)/bs 
0 М, 0 
№ 90117, L; Pily- y)/b 
f | \аѕ =] 2 у-у 3 іу (с) 
5 D N; T, “Ж 0 
Ni 0 0 
0 м; 0 


根据 面积 坐标 和 三 角 单 元 的 坐标 ， 
y = Liyi + зу) t Lays 
但 是 在 节点 1 和 2 之 间 Ls=0. 和 将 y 代 入 到 式 (e) 并 使 用 (b) 对 矩阵 中 的 首 项 积分 ， 
› 10 о ии Р 
КЕДЕ тлу 一 La 二 | dy = A ЕТЕ - н - EN б ~ у) = “(xm - у) 
对 矩阵 中 的 第 三 项 做 相似 的 计算 就 得 到 对 节点 2 的 分 布 ; 


P 
(э, — уз) 


3-21 具有 式 (3.1) 的 形式 的 物理 方程 已 经 有 了 多 种 解释 . 题 3.5 的 式 (全 表示 一 个 作用 在 物 
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ЖЕНА ДЫҒЫ Ж А Л ЮГЕ Il ЗЕ я Б. ТЕЗЕГИ ИЯ 
成 是 点 源 .那么 这 时 热 的 产生 或 耗 散 依 束 于 单元 中 源 的 位 置 . 对 于 图 3-14 单元 , 假设 
一 热点 源 坐落 在 点 xo=4, ya “3, 计算 每 个 节点 处 的 热 分 布 ， 


图 3-14 


М ке 从 形式 上 来 说 , 题 3.5 中 式 (a) 的 右手 项 是 用 来 计算 位 于 (zo, ya) 的 点 源 . 源 项 Q 能 被 模 
拟 成 一 个 单位 脉冲 函数 
Ө(х,у) = Ота, уо) (х ~ хо)$(у ~ уа) (a) 
КА f Ek hk ВА ЖН ЖЕЕ НӘ B| iÀ. Ж E: E, A ДЕЕ ЖОНЕ ЖЕ tz Et y ӘННІҢ 
(Wylie, 1960,340) {ЕЙ 3.1 PER i KS А РЯ 3.5 KARO, (хо, зд) Ж 
М, | 
N; 
f [NJzarazdy= [, N, 
Мұ 
№ 


(Фе аа - го)8(у- yq)tdzdy 


一 № Q( ro, ya) 
' š 
м; ©з О 


N. 
计算 as=4.8=3,za=3 和 3ya=2 时 的 形状 函数 值 , 则 得 最 后 结果 为 
1 


12 


3 
| Qt ) 
в[ тезе 
12 
2 


12 
根据 图 3- 14 中 定义 的 面积 来 分 布 全 部 得 点 频 . 例 如 ,分 配给 节点 3 ИШЕ ЕНЕҢ 1 定义 的 面 


REEM. 
3.22 ”推导 在 图 3-15 ЖЕЛ НИЕ ЕН ЖАҚАН. 


Ж с 九 节点 单元 包含 有 位 于 单元 每 条 边 中 点 的 边 中 节点 , 以 及 位 于 单元 中 心 的 第 九 个 节点 .图 
中 所 示 的 节点 编导 是 标准 的 ,其 中 边 中 节点 被 缩 成 5 至 8 号 ,但 是 节点 编导 的 虎 序 可 以 是 任 音 的 ,在 
本 例 中 假设 单元 的 大 小 (局 部 坐 标 系 ) 为 a 和 5, 也 可 以 使 用 pa x 25 的 形式 .在 后 面 的 章节 中 将 引导 
出 类 似 于 -a 到 +a M-o E| + p 的 局 部 坐标 系 . 

由 题 2.31 的 结果 和 和 图 2-10 可 以 导出 形状 函数 .在 图 3-15 中 再 次 使 用 全 局 坐标 x 和 对 应 的 y. 
EAM 2.30 的 结果 以 作为 参考 ,并 用 一 个 额外 的 下 标 表示 在 全 局 谷 标 系 中 的 > 方向. 


N -= {z — ratz- яз) - (z — zú) (z — 23) _ Хас žir- z} 
із (z, — rlr- rs) 5: (22 - zi)(z>- zs) z (zs — ziza- ra) (а) 


在 局 部 坐标 系 中 令 节 点 1.5 和 2 对 应 z 0, л a/2 和 xz3~&. 将 它们 代入 到 式 (a) 后 就 可 得 到 在 


. 70. 
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_: — | 
| Ы? 
二 号 5 
82 
--- + M 
5 2 
> 
а ар 
ж У 
х | | 
7% 
Ë] 3-15 


节点 1,5 利 2 处 仅 z ІН ЕЕ RP Т; 


N -І:-(а/2) (х-а) _ (2z —a)(z — a) 
7 [0 —(a/2))(0 — а) а? 
类 似 地 , 由 式 (a) 可 构造 出 九 节点 单元 的 N;,; 


N. = (т-0(т—а) _ (z — a) се) 
š (4/2) - 000272) - 217 -(а7/4) 


想象 一 下 使 用 图 3-15 中 的 у, у 和 y, 可 以 推导 沿 金 局 坐标 系 y 加 的 形状 函数 ,其 结果 就 为 将 
(а) ФЕН т 都 善 换 成 y. 九 节点 单元 中 节点 1 的 形状 函数 就 是 将 式 (b) 中 的 > 和 a 分 别 善 换 成 
у 和 8. 节点 1 的 二 维 形状 函数 是 节点 1 的 两 个 一 维 形状 蚂 数 的 乘积 ; 

М, = мыла, = 22-20 ay ОС (4) 
将 对 应 节点 1 的 局 部 坐标 (x =0, у = ОКА (а) N =1, 并 且 在 其 他 所 有 节点 处 М, PE 
#6532. 

Н (а)@Ж-—1 НГЕ ш ЕАК у ВЕЧЕН, B S (а) РЕ ИИК ЖКН], sk У 

图 3-15 可 将 其 写 为 


(b) 


N. Bordy) Оу b)(y= 0) 
УЗ. 52 (e) 


Sy (уз ys)(ys—_) 
显然 , 九 节点 矩形 单元 是 由 二 次 形状 函数 组 合 而 成 .由 此 得 到 
Ns = МЫМ, = = 4тіх 2205—50 - 5) 


(D 
ОАЫ ЗГ ЯНА Н жс НИО ТАЧАН 
REM. PARTEA MENER: 
м, 2 _ 502 а)0у - b)(y 5) 


зү? 
ар 


N. = х({(2т — а)у(23 — 5) 
3 агр? 


М, = {25 -a(x — a)y(2y — b) 
ал 


atb? 
4туі2і -а -b 
Ns = = 
5 а?Ь? 
N. = drytr —2)(2y — b) 
т а 


М _ 4y(2z — a)(r — a)(y —b) 
a atb? 

N. = barle — a)(y = b) 
9 atb? 


图 3-16 中 的 矩形 单元 在 节点 2 处 被 一 个 斜面 支撑 , 以 至 十 平行 于 斜面 的 位 移 为 零 ， 


第 三 章 二 维 有 限 元 分 析 


. 71 · 


изе = 0. МОЕ РЕТ КЕ ЕНЕ ЖЕЕ Р ЖИЕНІН ЗІНІ ЖӘЕ RE. 


4 3 


图 3-16 


Ж OEEO E 35 坐标 系 中 的 位 称 被 转换 成 x,y 坐标 系 中 , 因此, (3.15 Е-Е. 
此 局 部 单元 的 变换 为 


(a) 


шш © Фо о — = 
ә > © —@— ©б = = Б 
= © с = е © a 
> © © ф с = «ш > 
= «= = © = оо 
2 È = > = о — S 
= © = > = => = 
= > > со o — о Б 


0 0 0 
其 中 c= cost Б з = sing, #9 sË (a) MT Ж АЕ ЕЕ РЕЗЕ А 
ыр = [T] ugl {bY 
但 是 应 需 记 住 此 点 处 的 位 称 是 未 知 的 ,并且 式 (b) 是 用 来 变换 刚度 抢 阵 以 对 应 由 nse 和 v2s 施 加 的 边 
界 条 忻 .用 т, у 坐标 系 中 的 位 移 表 示 题 3.10 中 的 式 (), 它 是 描述 一 弹性 问题 变 分 函数 的 罕 阵 形式 ， 
| F9» TIBPICIB]uytdV се) 
HORANO ETE un) = lugt IT] 


| 
[yt {ТИВ С]{В]{т] Чоь, ау 


Ж ЖИЕ ата аме, інжіл БЕЗЕ ХЕ ЖЕН ЖЫН 3. 11 的 式 (d) 给 出 的 那 
ж. $ [K] = | гвіттсув)гад, атка Ж. ДИЙ ЖЕЛЕ ИРЕ ж 

[K], = [TMK][T]T (d) 
其 中 下 标 БЕКШЕ ИЛ ЖЕНЕВА НА. 
假设 在 质量 输 运 问题 的 公式 化 过 程 中 ,关于 对 流 项 的 局 部 四 节点 的 刚度 希 阵 已 经 无 意 
地 以 1,3,4,2 的 顺序 编号 ,而 不 是 以 按 标准 的 顺序 1,2,3,4. 推导 一 个 可 用 来 将 单元 控 
标准 编号 方案 重新 编号 的 变换 矩阵 ,( 此 问题 有 一 定 的 假想 性 ， 但 可 用 来 说 明 使 用 一 一 个 
具有 最 小 项 数 刚 计 和 矩阵 的 变换 ) 
解 ” 旺 ”在 这 个 例子 中 节点 未 知 量 的 饮 阵 1C C, C, C217 必须 变换 成 |C， C, C, С.Т. 
ЖЫЙ НАРЫНЕ БЕУ 


1 0 0 Wm [O С, 
090011)|6: С, 
= с = 
o 1 о ollc, с, 或 [ТИС = ІСІ. (a) 
01 HIG C, 


此 变 铬 表示 将 旧 的 或 先前 的 编号 系统 转换 成 新 的 系统 .由 于 [T]z= [T] 1BE[T][T]T= [1], ІШ 


3.25 


42”. £ Ë 5 
换 定 义 如 下 : 
Саа = LTI Cinw (b) 
Ж РЕНЕ А ЗЕЯ ГИ А F ñi rika kan. МӘ ВОТ ХУН Z. sk 
Тә Ја? = І 其 他 T(I.]) = Ü (c) 


ШАП аа) Н ЗЕ Т(1,1)=1, T(3,2)= 1, T(2,4)=1 НІ T(4,3) = 1. 

使 用 题 3.23 PA Т ЖЫ Бу И EERE EITE, КО, = TIK] al TI. #Е5% 
3, п ИЕН T. ШЇ SE ЕН ЖЕҢЕ Н ЕТЕ R 
1000 1К Ko Ка К] 000 Кі Къ Ky Ku 
0 0 0 1||Ka Кэ Ku Kaljo 0 1 0 Ка Кә Кө Ku 
0 1001K Ky Ka Kallo 0 0 1 Ка Къ Kw Ka 

910 21 Кз Ки Ко 1 00 41 Ky Ka Ка 
推导 用 xr, = 坐标 表示 的 二 维 轴 对 称 问题 的 变 分 函数 , 并 对 相应 局 部 有 限 无 刚度 矩阵 的 
会 式 化 进行 讨论 . 
М ке 变 分 函数 就 是 对 式 (2.31) 进 行 扩展 以 将 x 华 标 包含 进 米 .控制 微分 方程 对 应 具有 考虑 0 = 
0 的 偏 导 娄 的 式 13.16), 并且 有 8=0 .回忆 对 轴 对 称 问 题 的 qdV 用 2rrdrdqz 来 代替 . 则 变 分 函数 为 


ғара г 2 í 2 
ДАТ) = КЕГІН ЗЕ -207 |ardrds (а) 
"ұға йт Ш 


ТЕ ШЕЕ Ж (а) НЫЛ 3.4 中 的 式 {a), 并 且 题 3.4 өй (йт МУЗ: RER 
也 是 适用 的 .用 矩阵 形式 表示 的 变 分 函数 为 


Т) = [PEUT ~ 2ITIT[N] Q]xrdrdz (b) 
HABITE- ME, ІНІЛЕР ya ЖЕ Ет Ы 
ІК) = Pari k1[B]2rrdrdz (c) 
且 热 传导 项 为 
| NTAQ2rrdrdz (a) 


ү 
可 将 2x АЛЕН , {Н Ж ЖЄ ЕО t wis ЗЛ Т ЖАНЫ УЕ ЧЫН. 
使 用 从 题 3.1 和 3.8 以 及 图 3-17 导出 的 结果 可 以 得 到 形状 函数 ,其 中 为 化 简 形状 函数 将 x 的 
限 普 换 成 0 到 5. 注意 : 的 根 可 以 变 成 局 部 坐标 系 而 不 改变 最 终 的 结果 , 全 是 + 必须 在 ri 到 r, НД 
体 举 标 系 中 ,这 是 因为 在 + =6 时 体积 会 发 生变 化 ， 


м, = алы м, =- 20 
N. = 《rr -- r) N. = (ғ-ға (г) 
1 R 4 R 


3-17 对 称 四 节点 单元 
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ДВ =, у. МЕЖ MS SS EER 3.5 中 所 描述 的 方法 相同 .由 (ec) 的 KK11 项 将 说 明 局 部 刚度 
ЖЕШ ЖЖ: 


ға эм, ӘМ, an әм, | 
К, = |, ar ау + аз Ë, Jr 2=rdrdz 


代入 式 (e) 中 适当 的 导数 ,有 


Ki = есе - БА, + rlr- r]? ka] 
"1 0 


21 


pa 2 drúz 


Ku = a| р ЫЗ rD въ 6 

虽然 可 对 诗 时 做 些 简化 ,但 是 代数 运算 比较 复杂 , 且 式 ( 旨 适 合 于 计算 机 树 值 .实际 中 , 经 常 适 用 数值 
积分 计算 轴 对 称 问题 . 从 教学 观点 来 看 , 使 用 类 公式 (全 的 项 推导 刚度 矩阵 是 有 价值 的 ,然而 编写 计 
算 机 程序 时 ,通常 使 用 更 为 实用 的 方法 .无 论 如 何 , 作 为 … 个 练习 ,读者 应 推导 刚度 矩阵 中 其 余 各 项 . 
使 用 三 节点 三 角 单 元 讨论 用 +, « 坐标 表示 的 二 维 轴 对 称 弹性 问题 局 部 刚度 矩阵 的 公 
式 形成 . 
解 ” 睦 ”对 平面 者 性 轴 对 称 单元 的 推 寻 符合 已 在 前 面 章 节 中 所 仇 述 的 概念 . 题 3.40 的 式 全 ?给 出 了 
问题 的 变 分 报 述 ,并 由 此 得 到 方程 中 的 所 有 算 阵 必须 变 措 成 对 应 三 节点 轴 对 称 的 形式 .应 变 必须 用 
ЯА ВЕІ], AER KR ERIN], 和 对 应 三 节点 单元 的 位 移 和 拓 且 ,或 下 面 的 题 3. 10 中 的 式 
(|e|=[L]Njiu! 来 表示 .假设 w=3/39=0, 则 可 从 式 (3.17) 可 获得 四 个 应 变 ; 


"| 
Е, dular ajar Ü ‚ЧЧ 
Ee “uir 1r Ü В 0 N 0 N, 0 ] иә (а) 
= = ж 
е 9/5 0 а/а: |10 № D N о NJ ao 078 
en Яа + дид ах а/а, из 
тез 


题 3.14 中 的 式 fe) 给 出 形状 函数 , fo ЕНЕ, 和 zz 方向 上 的 位 移 .从 式 (a) 中 可 获 
BIBERA IE AE 3.14 中 的 定名 可 计算 如 下 ， 
IN ðr O aNyar 0 3Nyar 0 
Nifr 0 Nfr 0 Nafr 0 


8) = | 0 эмде 0 әм» 0 Ne 2 
ƏN /2z INijar аМ,/9: ӘМ,/ағ ƏN;fƏz ƏN;/ðr 
或 
5, 0 ba 0 ӛз 0 
[B] = 1 ъъ 218 Ü by + 9 484%, ы ШЕР 
0 сі 0 с 0 єз 
Cl б, су 8 сз bs 


раа а араа 

[K] = Í (aJ[cJte]av 
其 中 dy 用 2xrdrds E.M SE 3.25 中 的 式 子 进行 比较 时 , 上 面 的 积分 有 一 些 复杂 -实际 中 对 此 
积分 普遍 使 用 两 种 方法 .第 一 种 ,对 刚 席 矩阵 让 的 每 一 项 进行 数 伸 积 分 ,关于 此 问题 的 讨论 将 在 后 曾 


的 章节 于 以 叙述 .第 二 种 , 也 是 更 为 基本 的 方法 是 用 一 个 平均 值 代 替 窍 阵 中 所 有 的 > 和 x, 并 用 题 
3.14 中 定义 的 а,, 5, Же, 值 计算 其 余 各 项 .由 此 得 y 和 = 的 平均 值 简单 地 为 


r 78 和 zm = Rs (b) 
局 部 刚度 矩阵 可 写 为 
[K] = 2а, „АГВЈ' [СИВ] (с) 


从 式 (3.18) 中 可 获得 物质 常数 第 阵 为 


H: 有 限 元 分 析 


1— w v v Ü 
р Е v 1-ъ v ü 
ІСІ Уа , ， 1-5 0 (9) 
0 0 0 (1-2%)/2 


3.277 HA х 华 标 的 依赖 性 可 忽略 不 计时 ,一 个 平面 弹性 问题 可 用 极 坐 标 公式 表示 .假设 在 
RERE н, 0 中 有 一 个 四 节点 单元 ,其 中 6 用 强度 素 示 ,推导 形状 函数 和 相应 的 [B] 垂 


ЕЕ. 
Ж ОБР 形状 函数 应 与 题 3.25 50 (е) — 390, БР @ 是 在 图 3-18 中 的 局 部 坐标 系 中 对 所 有 的 单 
元 都 是 从 0 变化 到 a: 
Ni = — а) N; =- 009—4) 
{r~ rp (r — r) (a) 
N3 = D Fra N, =- Re 


H3 


Ё 3-18 


[ВТЕ ЕЛАН ЕТЕШ 3.11 中 所 使 用 的 方法 .在 任何 有 限 元 的 公式 化 过 程 中 , [fB] 矩 阵 总 是 写成 
ПЯТНО ИНОЕ, EMB] = ЛСМ). BiR а = 0 9/2: = 0, 则 从 (3.17] 
ЖӘЗГЕЗІН ЯН Жен „Ж 分 别 为 > 和 8 方向 上 的 位 移 . 题 3.11 H) ИЕ ЖЕКЕ БЕРГ 


对 本 问题 也 是 有 将 的 , 因为 它 同 祥 符 合 图 3- 18 中 的 节点 编号 .根据 题 3. 10 中 所 述 的 应 变 -位 移 方程 
lel =[LJLN]ful ,可 构造 出 算 子 矩阵 ， 


Err IEE Ü 
N 0 N, 0 N 0 N 0 
| u, лы [A момо м о "ы (b) 
(l/r)atag Ə/ər - l/r 1 3 3 4 


En 
其 中 jal 相 他 于 题 3.10 中 的 式 (e)y. 由 起 (fb) 可 得 到 [LI[N] 的 最 终结 果 为 ~ 个 3x8 和 矩阵 ,或 
әм, ам, ам, N, 
Әр 9 дү 0 Әк 0 те 0 
N о зш № аә № дәм м әм | 
r r ap к ra r 28 r r 99 ° 


т 90 ar r rə r 
注意 对 此 单元 dY 变 成 dVY= кайат. 
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3.28 


3.29 


3.30 


3.31 


3.32 


3.35 


3.36 


3.37 
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补充 习题 


RA 
$ = Nifi + Naf + Nafa + Nfa 
使 用 如 图 3-3 所 示 的 -AEI xi у, NES Н СНО ЖЕЖ Ni. 证 明 这 些 形 状 函 数 可 以 简化 成 
813.1 中 导 妆 的 形式 . 
窟 出 题 3.1 Rz (b) 5135 ИИ. 
证 骨 题 3.2 中 的 [X] 可 由 下 式 给 出 
了 233 T T3yy X33517 Туу; ШУ} Z2y1 
Уз Ууз Уз — У 3: у2 2А 
ус T2 217 жу їр 
其 中 A 式 三 角形 的 面积 
一 三 着 单元 有 位于 frr =l, р 1), (zz =6, уз 
=1) 和 (zx; 一 3,y3=4) 的 节点 .已 计算 出 一 函数 


在 节点 处 的 函数 值 为 é, = 900, $, = 600 和 $= ca 

1200 .使 用 一 三 节点 二 角 单 元 的 插 信 函数 计算 多 b > ' 

在 (x =3,y=4) 处 的 值 . А 

推导 出 对 应 式 (3.2) 的 质量 传输 的 变 分 函数 , 延 x 
СОуу-0 

ams ttan- wewee о Гот" 


С(х,00-0 
жон. 

EPI 5 EJE ЕЛ Jo aR SC sb a @ # 1k, 
“£ Ë ЕЖЕ КИЕ НЕНІ ЕНЕ. 
使 用 一 条 二 维 单 元 求解 题 2. 18 中 的 一 维 质 量 
传输 问题 . 

构造 在 图 3-7 所 夭 的 大 坝 问 题 的 节点 坐标 和 连 
EKA. 

求解 在 图 3.19 所 示 空 间 中 处 于 稳定 状态 下 的 
质量 传输 问题 . 

(а) 将 空间 划 盆 成 两 个 单元 并 利用 如 图 3- 19 所 
АНДАШ y = 0.5 的 对 称 福 求解 在 节点 3 处 
# С. 

(b) 将 空间 划分 成 所 示 的 八 个 单元 求解 在 所 有 
单元 处 的 C. 

(с) 假设 速度 项 u, 为 堆 , 求 解 恒 态 分 布 问 题 . 


(d) 使 用 分 离 变量 法 解 方程 并 比较 有 限 元 解 和 ИИИНИН 


- 
л 


ЯНЕ BIRD = р, = D= lu, =1,а= b=1 o т 02 
和 w= KK,=0. 边 界 条 件 如 图 3.19 所 示 , 再 没 沿 ñ 
着 边 z=a 有 Co= 100. E 3-19 


在 图 3.3 中 的 抢 形 单元 上 有 一 个 均匀 变化 的 压 

强 负载 , 如 图 3-20 所 示 , 并 在 单元 坐标 系统 中 可 描述 为 T, = p.y/b 和 和 工 ,=0. 确 定 加 载 到 节点 2 和 3 
的 压强 分 布 . 

平面 弹性 问题 的 解 可 经 常 通过 求解 用 一 个 应 力 酉 数 上 表 东 的 偏 微分 方程 得 到 ,对 应 应 力 的 方程 以 及 
相 座 的 定义 为 


а? а* a ЕН 2 а? 
Vig = É 2 м #0 o = „= =Š s, =- 2E 
a ахѓду Әу ЕЕ ӛт Әтду 


由 分 离 变量 法 可 得 图 3-21 БАН ЛУ ТАЖ 
$(z,y)=- 4. eysnh( да Jsinh( ау) - Гвіпһ aa ) + za cosh( aa ) |cosh( ау) 


na + sinh( aa )eosh( аа) sinlar) 
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3.39 
3.40 
3.41 


3.42 


У 
Е: 
4 3 3 дыз 
В p. yb = 
К 1 ) ——F Roi 
| а 
图 3-20 


_ 
а= р 


ЖЕКИ ВВ (EJ Т = БУМЕН 3.10 和 3.37 中 所 述 结 果 计 算 节点 负载 .由 图 
3-21 所 示 的 对 称 性 , 并 假设 金属 板 具 有 一 个 单位 厚度 , 划 得 到 一 个 位 称 和 应 力 的 八 个 单元 的 解 . 把 你 
关于 5 的 解 与 分 析 解 做 一 比较 .假设 = 1бїп, а = 4, а = 1001Ь/їп, Е = 30(10)psi m w = 0.3. 


< 9 sin(mx/L) 


137.833 | 97463 


图 3-21 


=н = JA НИШ ЕЛЕК — ЕКЕ Н h ЕН ОНА ІНІН ЗЕРЕ. 
推导 -平面 弹性 二 节点 三 角形 有 限 单 元 的 局 部 刚度 矩阵 . 
-定常 均 勾 压 强 P. 分 布 于 一 个 三 角形 有 限 单元 介 于 在 z 坐标 方向 上 节点 1 与 2 的 一 条 边 上 ,确定 在 
每 个 节点 上 力 的 分 布 . 
假设 一 均匀 的 体力 作用 于 一 个 用 三 角形 单元 模拟 的 平面 弹性 问题 . 优 定 
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3.48 


3.49 


3.28 


77 


М, 
| INJ zav = АК 5 

М, 
计算 体力 在 每 个 节点 上 的 分 布 . 
将 图 3- 14 中 的 四 节点 单元 分 威 由 节点 1,2 和 3 以 及 由 节点 1,3 和 4 定义 的 两 个 单元 .计算 位 于 zo = 
4, ya 三 3 的 点 源 局 在 每 个 节点 上 的 分 布 . 
假设 zo=4.0 和 yo=3.25 后 对 题 3.21 和 3.43 重新 讨论 ,对 四 节点 单元 的 结果 和 三 节点 的 针 果 贱 一 
个 比较 . 
假设 在 图 3-15 中 的 九 节点 单元 有 一 个 作用 在 由 节点 1,5 种 2 定义 的 边 上 的 定常 沪 g .计算 流 对 每 个 
节点 的 分 布 ， | 
一 个 八 市 点 的 矩形 单元 有 如 下 的 编号 顺序 . 角 节 点 编号 为 1,3,5,7, 边 中 节点 编号 为 2, 4,6,8, 并 且 在 
解 向 量 中 角 节 点 在 前 .推导 对 单元 重新 编导 的 变换 第 阵 ,使 得 单元 符合 题 3.22 的 图 3-15, FALATA 
仍旧 在 解 向 量 的 前 面 (忽略 第 九 个 节点 ). 
已 经 导出 一 个 弹性 问题 的 三 节点 三 角 单 元 , 并 把 位 移 的 金 部 = 分 量 都 放 在 解 刁 量 的 前 面 ,使 得 |u17= 
|u ар ua хр Әз vl .推导 一 个 对 位 移 重 新 排序 的 变换 答 阵 ,第 得 位 移 符 合 更 传统 的 编号 顺 
‚а = іні ор Ha оз из 2311. 


计算 图 3-22 所 示 的 轴 对 称 有 限 元 模型 单元 开 的 [B] 违 阵 . 


AN 


3-22 


假设 有 题 3.27 F by Kin Ы PEF RR E q РЕА р ERRER. ДЕЗЕН ЕЕ, 


补充 习题 答案 


N = y ya) Са — zi)(y ~ уз) 
1 (жр) (ур ya) 2 (ra= ziy- уз) 


N. = (z — z=,)(y - уз) (= rs)(y — ур) 
3 (х3 — za)[ys — ya) e (ха zal ys — ур) 


$, 
$, 
# = ІМ, М, М, Nal Ф 或 $ = [N]: | 
K] 
$, 
使 用 余子 式 方 法 反 滨 [X]( 见 第 一 章 ). 
-1 ГЕ 
[X1 [у] 


其 中 det[X] =2A BIC] EZ r>. 


хз y2 | 3 у 
Cu = = ТәУі- Хз»? Со = (- 1) |+ Хал 53 
1 9 


T3 93 
用 类 似 的 方法 计算 其 余 各 项 . 
3.31 使 用 式 4g) 和 题 3.2 的 式 (i). 
= [21 — (3)(3) — (32115900715) + (— 1 + (3)(3) – (2)(2)1(600/15) 
+ [5 + (5)(2)](1200/15) = 920 
3.32 


кө ›= | to 46 С), Da + Cu, Y + Cu, ge + KO - 2mC bazas 
лсо) = f (Зс ЫЫ ШЫН Ба ЫЛЫП 


‚стук нс = ICHIN] "m галау 


НС 
[D] = 9 р, [ul = 0 u [K,] = [K,] 


在 题 3.4 中 定义 了 四 节点 矩形 单元 的 [L] 和 [N]. 
3.33 43.5 中 的 式 (e} 中 的 和 分别 用 户 , ЖП D, 代替 后 流 与 在 题 3.32 中 给 出 函数 的 首 项 相同 .对 应 
传输 流速 项 的 刚度 答 阵 为 
— (иф + ид)/6 (Zub — un)/12 (ub +un)/12 (- иЬ+2ид)/12 
-(2шь + ид)/12 (ub -upn)/6 (ш.а +2un)/12 (- u,b + и,д)/12 
— (u,b + «а )/12 (и. ~ 20у )/12 (ub + ил )/6 【一 2и + иу)/12 
- (ub +2un)/12 (ub --ug)/l2 (2ub + up)/l2 È- ub шд)/6 


由 一 个 矩阵 方程 Гм” (К, JINJdA H AR РЕ tk K ЛУТУН ДЕЗЕ ЕЕ ЗЕ ВЕН ЗЕ 692 Ж) 


其 中 


№ 
м; 
[КМ Мұ N; М] 
Na 
М, 
ЭЖ ШЖ ЛЛ НИЯ, 得 
1 1 1 1 
9 18 36 18 
1 i i 1 
18 9 18 36 
K.(ab) 
1 1 1 1 
36 18 9 18 
д l 1 1 
18 36 18 9 
3.35 ”节点 坐标 和 连通 性 分 别 由 表 3.9 和 3.10 68 
表 3.9 
节点 x Y 
1 0.0 0.0 
2 0.0 3.0 
3 0.0 5.0 
4 6.0 0.0 
5 6.0 3.0 
6 6.0 6.0 
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续 表 
—I 
7 Г 12.0 0.0 
8 12.0 3.0 
9 12.0 6.0 
10 18.0 0.0 
1 18.0 3.0 
12 18.0 6.0 
310 
整体 局 部 单元 
单元 节点 1 | 节点 2 节点 3 | 节点 4 
1 4 5 3 
I 2 5 6 
Ш 4 7 8 5 
N 7 10 11 g 
y 8 li 12 9 


3.36. (а) 370, ҷи, = 0.0 HÍ Сұ-37.5,Ші z, = 1.00 С =28.125. ОИ (b 和 <) 内 
部 和 节点 的 解 由 表 3.11 给 出 .(d) 分 离 变 量 解 如 十, 并 且 结 果 在 表 3.11 中 给 出 . 


_ 4Соє < siuh(8z) . _ Hr _ ид 
C(z,y) = тез > nsinh( Ba у А?) а = >p Ё = 


注意 对 于 и, =0 的 解 相 似 于 在 题 3.6 中 给 出 的 结果 


33.11 
ЛЕ Жл 
节点 
ЖШ-0.0 ЖНШ-і.0 ЖЕ-0.0 ЖШЕ-1.0 

3 25.0090) 19 116 27.857 20.945 
8 18.203 15.924 19.286 14.309 
9 9.541 6.398 10.092 6.468 
11 6.797 4.558 7.154 4.605 
14 54.053 47.231 58.479 50.935 
15 43.203 37.779 50.703 44.197 


3.37 Н 3.12 中 的 式 (b). 令 z=a 和 Ni= N, = 0, Ë T, = 0. fi sË ЖЛЕ, 
|19 0 N,T, 0 МТ, 8 0 01145 
АЧ ЕЖ 


А 
„Б-у у, Р 
рьт-ав = | 3, зу = A 


ras фь в Ар 
全 部 的 为 为 p812, 其 中 三 分 之 一 作用 在 节点 2, 三 分 之 二 作用 在 节点 3, 
3.38 ”因为 在 方程 中 sinlar) E z 的 函数 ,所 以 关于 rw 的 分 析 解 就 等 于 应 力 函 数 泣 以 - о 计算 出 节点 负 
载 如 图 3-21 所 示 , 关于 位 称 和 应 力 的 结果 在 表 3.12 中 给 出 


3.39 


' 80 ， 有 限 元 分 析 
Ф 5.12 
| Жал 分 析 解 
节点 |a] (210) | a (5102) 单元 | zl y — 7 
[р ту, Яу Яу, 

1 6.490 0.0 1 111| -0.588 23.705 D.931 19.332 
2 5.555 0.541 221113 0.588 21.793 1.111 20.054 
3 2.506 0.914 3 з|1] -2.727 54.133 1.561 55.053 
4 5.931 0.0 4 з |» 2.727 53.958 2.532 57.108 
5 5.087 2.643 5 5|1 - 5.142 79.574 1.222 82.393 
6 2.180 5.153 6 5 | 3 5.142 80.544 1.736 85.469 
, . 
8 
9 


计算 类 似 于 题 3.18 中 的 计算 
нің + uzi н.р 十 нул) Uba + Wa 
ші t uzi taba + иу) uba + нуз ç 
ир 十 uzi иә T муз us 十 us 


3.4 和 使 用 题 3.11 中 的 式 (d) 和 题 3.19 中 给 出 的 [B] 


ЫС «С BiciC t+ biciCss bib;Cun + ceaCas biciCn + Бос Сз bibaCu t cica Cas bicar + ӛзегі Сз 


y.41 
3.42 
3.43 


3.44 


«Саз МС» ӛзсіС + буса Сз cicaCun + 6163Сэз бзсіСі + bies сізСи + БВуЁзСз; 
ЫСЫ + Саз 5с: Са + ӛзеСу bsbsCu t сәсаСау ёзсуС + Бас Са 

яй «Сп + BIC ёзса С + бәсіСе сзсз + 52236 
Си + eC ёзсзСур + ӘзезСе 


2 2 
Сп + ВС за 


两 个 节点 都 是 总 压强 (Pt/2)(yz ~ y1) 的 一 半 . 

代 人 形状 函数 的 面积 坐标 兰 由 面积 积分 对 结果 求 数值 积分 . 

点 源 家 于 由 节点 1,2 和 3 定义 的 单元 中 , 这样 由 节点 1,3 和 4 定义 的 单元 将 得 不 到 任何 分 布 .使 用 题 
3.14 中 定义 的 形状 函数 并 延续 题 3.21 给 出 的 分 析 方 法 .注意 zo =4 和 ya = 3. 


12 12 
N = 24 +450 _ 8 
3. 12 I2 


ГЕ 5] ЖАКЕ ЖЇН H — KB). 
点 (4.00,3.25) 位 于 节 虑 1 fll 3 2 lB] А fg £: Б.Ш ЕЖ 1 ЕРІН ЗЕН А + iH 


节点 1,2 和 3 定义 的 三 角 单元 ,可 以 用 题 3.43 中 的 形状 函数 计算 每 个 节点 的 分 布 , N = ү, Na=0 和 
№ = Бон 1,3 和 4 定义 的 单元 的 形状 函数 为 


16-4 
му - 18259 3 


12 12 


第 三 章 二 维 有 限 元 分 析 


"Bl: 


' 
' 
ы 
+ 
шш 
Б 
е 


Мұ 


Ni = = Ü 


所 以 四 分 之 一 的 狼 作 用 在 节点 1, 四 分 之 三 的 源 作用 在 节点 э, 而 在 节点 2 和 和 4 ЕБ. 
当 zxo=3.00 和 ww=2.25 时 ,重复 题 3.21 中 分 析 ( 在 局 部 单元 坐标 系 } 得 到 比率 16. 75/12 
2.25/12 0.75/12 2.25/121170(о,зо). 比较 此 种 情 帝 下 的 结果 可 看 出 四 节点 单元 将 源 分 布 到 所 
ЖА, ТА лы МЕ А Ат. 
3.45 ”在 题 3.22 ФАНТА. ОЖ АУ 


[Им М, 0 0 Ns 0 0 0 01744:, 


Ал ӘЗ 1,52 ЕЕ ЕН у=0.К AB386888 3885 5 
lag/6 ад/6 U 0 200/3 0 0 417, 
即 六 分 之 一 的 流 作 用 在 每 个 前 节点 上 ,三 分 之 二 的 流 作 用 在 边 中 节点 上 . 


3.46 
п 090000410 с 
690991 о 0 oj Ca 
D i D оо 0 о 0||©5 ©з 
00000 1 00 С Ca 
00 ообо о б ollcl lcs 
990909001 011с, б 
00019000012, с, 
шоооооо Hie) (е, 
3.47 
10 0 0 0 01 “1 ч1 
0 0 0 1 0 O| |#2 vi 
отоо 0 ollas из 
0001 01-)| lr 
00100 0 0||o; из 
0099 llo, ъз 
3.48 用 节点 1,2 Ж 3 ЙУ a = 2, a250, 835 -1,5--1,6;-1,6,-0,сұлд,су--1,су-1, 
5 4 1 
ra (1+2+2)/3=-=, za = (1+1+2)/3= A=. 
-1 1 1 0 0 8 
1 A 1 
[B] = 5 0 5 ° 5 ШЕН 
08 о -10 1212) 
0 -1 -1 1 1 0 
3.49 


Мұ М, № N. 
[N] = | 
Мұ № № N. 


B= | 2/2” |м, м, N, М) 


= 


(1/r)9/88 
| ai7ar ƏN;/ðr ƏN;/ər ANa/ar | 
 LG(1/=)aN,/98 (1/e)3N,/90 (1/ө38м,/28 (/,2аМ,/90 


J UBYIIDYB)ICI + [NTTESJLBJICE + МТСта 
其 中 [Dl,[o] 和 [k,] 有 相似 于 是 3.32 中 的 定义 . 


Жж Жайт t. wb qr 2 


4.1 3 引言 


粱 有 限 元 与 矩阵 的 结构 分 析 直 接 相 关 . 另外 , 位 移 法 或 刚度 法 的 概念 也 应 用 于 结构 理论 的 
研究 之 中 ,从 历史 上 讲 ,这 些 结 构 分 析 的 方法 是 有 限 元 方法 的 始祖 .作为 梁 有 限 元 方法 的 入 门 
知识 ,本 章 将 重点 介绍 粱 有 限 元 方法 和 普通 材料 力学 教科 书 中 基本 粱 理论 之 间 的 联系 .熟练 党 
要 矩阵 结构 分 析 的 读者 可 以 直接 阅读 下 一 章 的 内 容 .然而 , 对 于 不 太 熟 悉 梁 分 析 的 读者 来 说 ， 
本 章 是 学 习 梁 有 限 元 的 人 门 知识 . 

梁 有 限 元 方法 与 先前 儿童 介绍 的 有 限 元 方法 的 主要 区 别 是 控制 微分 方程 的 阶 数 . 深 理 论 
研究 的 是 四 阶 常 微分 方程 ,而 前 几 章 中 的 微分 方程 是 二 阶 的 ,因而 有 以 下 基本 比较 :第 二 章 中 
的 二 阶 常 微分 方程 需要 有 两 个 边界 条 件 来 描述 物理 状况 ,而 四 阶 方 程 则 需要 有 四 个 边界 条 件 . 
ШИ НЕН НЕЕ В ЕУ ТЕЛ ТЕН КЕ ІН ЕНІН, 使 情况 变 得 混 
GANGE 

在 讨论 粱 有 限 元 的 教科 书 中 , 通常 从 带 有 轴 向 荷载 的 直 杆 拉 伸 单元 开始 , 介绍 能 够 应 用 于 
桥架 分 析 的 有 限 元 理论 .本章 将 着 重 填 虑 受 横向 荷载 作用 的 梁 , 而 关于 检 架 分 析 的 内 容 , НЕ 
者 参 阅 涵盖 更 深 内 容 的 教科 书 . 第 二 章 中 得 到 的 直 杆 拉 伸 有 限 元 将 包含 在 稍 后 于 本 章 中 构造 
的 受 轴 向 荷载 作用 的 梁 有 限 元 之 中 . 


4.2 控制 微分 方程 


二 维 空间 中 梁 发 生 拨 度 的 控制 微分 方程 的 推导 过 程 可 以 查阅 材料 力学 教科 书 .如 图 4.1 
所 示 的 染 ,关于 梁 的 找 度 vlc) 的 控制 方程 写 为 

EI dela) = (2) (41) 
弹性 模 量 E 和 模 截 面 面 积 1 的 惯性 短 可 以 为 轴 向 坐标 x 的 函数 ,但 在 有 限 元 方程 中 ET WE 
设 为 任意 给 定单 元 中 的 常量 . 假设 此 式 中 从 外 部 作用 于 梁 的 荷载 wl IBEA EKERN. 
一 般 在 推导 方程 (4.1) 的 过 程 中 , 假设 y 轴 为 向 下 的 正 向 量 . 如 果 不 是 为 了 讨论 方便 , 取 哪个 
方向 是 无 关 紧 要 的 .方程 (4.1) 往 往 用 于 研究 梁 分 析 的 小 挠 度 理论 , 该 理论 对 梁 的 坡度 进行 了 


0=de/dx 


弹性 曲线 


— y 


图 4-1 梁 的 横向 荷载 


ЖОЖ ФИНЕ ЕНДА u ik 
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限制 , ПІН НІ Ен ЕЕ НІН TLS S “ЕКЕН ЛМЕ Н КЕСЕТ, 小 挠 度 
TREAN А БЕЛЕ — Б SPE ЖР АПИ p. 如 图 4-1 所 示 , 如 果 tangszsingsduo/ 
dz, BEBE 0 JJ ПЕ ЕВУ ЖЕРШЕ P, 假设 doydz = 0 是 第 一 重要 的 . 梁 在 受 荷载 作用 
并 发 生 偏 移 之 前 的 然 向 轴线 对 应 于 坐标 系 中 的 x 轴 . 梁 在 发 生 偏 移 后 的 然 向 轴线 称 为 位 移 染 
的 弹性 曲线 .坡度 可 以 进一步 定义 为 潜在 发 生 俩 移 之 前 的 原始 轴线 与 司 移 的 弹性 曲线 之 加 的 
夹 角 , 构 成 基本 梁 理论 的 这 些 假设 导出 了 梁 分 析 的 线性 理论 ,与 基本 假设 一 样 ,该 理论 的 精确 
性 是 不 能 违 音 的 . 娆 度 的 每 一 个 导数 都 有 一 个 特定 的 名 词 , 以 下 是 梁 分 析 的 重要 关系 式 : 


vlz) TES 

егі = alz) (坡度 ) 

TË 2 м) (相对 于 с БІЛСЕН) а 
pr Ege) M) „ у, CEDES 

E! #42) = ауы) = (х) [局 部 ; 见 式 (4.1)] 


微分 方程 (4.2) 是 根据 经 典 的 梁 符 导 对 流 而 得 到 的 ,而 梁 有 限 元 是 基 二 桥架 节点 符 导 对 流 而 得 
到 的 . 题 4.1 讨论 了 梁 符 号 对 流 , 它 对 成 功 地 建立 推导 梁 有 限 元 的 关系 式 是 必要 的 . 


4.3 有 洒 分 析 的 位 移 方 法 


位 移 法 通常 是 指 刚 性 法 , 它 要 先 于 计算 机 在 结构 分 析 中 的 应 用 .位 移 法 的 始祖 是 三 奔 矩 方 
程 和 转角 - 挠 度 法 .实际 上 , 由 于 大 型 联 立 方程 组 的 实际 求解 需要 和 现代 刚度 法 的 不 断 发 展 , 计 
算 机 的 广泛 应 用 已 使 上 述 方 法 得 到 了 成 功 的 发 展 ， 

对 于 二 维 梁 结构 , 刚度 法 用 于 求解 梁 在 端点 处 的 位 移 和 旋 度 (坡度 ). 它 们 是 由 方程 (4.2) 
给 出 的 前 两 个 物理 量 . 梁 在 端点 处 的 位 移 和 旋 度 伴随 着 力 的 作用 和 弯 矩 的 作用 .因而 可 以 写 出 
能 够 利用 端点 处 的 位 移 和 旋 度 宕 示 的 方程 , 并 通过 求解 得 到 力 或 力矩 的 数值 . 由 于 有 四 个 未 知 
的 端点 处 的 位 移 和 散 度 以 及 四 个 端点 处 的 力 和 弯 答 ,因此 可 以 得 到 含有 四 个 未 知 量 、 四 个 方程 
的 方程 组 . 首先 , 假设 梁 的 两 端 固定 , ЕНЕ ГЕ] ЖЕ ЖЕЛЕ УКЕН ЕН КЕМЕНІ 
是 可 以 计算 的 { 见 题 4.3 和 表 4-1) .每 个 梁 对 应 着 一 个 由 四 个 方程 组 成 的 方程 组 , 构成 全 连续 
结构 , 这 一 过 程 如 题 4.4 所 述 .位 移 法 在 梁 结 构 分 析 中 的 应 用 要 比 前 面 的 内 容 更 复杂 一 些 , 读 
者 们 通过 学 习题 4.4 和 4.5 可 以 进一步 理解 这 一 技巧 . 通常 情况 下 , 在 构造 前 切 力 和 力矩 图 之 
前 , 梁 分 析 是 不 全 面 的 ,有 关 如 何 构造 前 切 力 和 力矩 图 的 理论 , 本 书 将 不 进行 讨论 , 请 大 家 参阅 
材料 力学 方面 的 书籍 .无 论 如 何 , 本 章 后 面 解 决 的 许多 问题 中 包含 了 前 急 力 和 力矩 图 . 


4.4. RART 


采用 有 限 元 格式 的 二 维 粱 分析 与 年 阵 的 结构 分 析 是 一 致 的 . 推导 删 度 年 阵 的 基础 是 确定 
符合 控制 微分 方程 及 固定 梁 边 界 条 件 的 形状 函数 ,三 次 位 移 函 数 可 以 假设 为 如 下 形式 


3 


vlr) = а, + ах t ar? + аҙ (4.3) 
并 计算 出 满足 边界 条 件 的 a,, 则 可 以 由 三 次 函数 的 形式 推导 出 形状 函数 . 另外 , ЦЕЛУ ps 
度 的 势能 函数 所 满足 的 条 件 , 可 以 推 得 刚度 矩阵 ,由 式 (3.13) 定 义 的 广义 变 分 函数 可 以 用 来 定 
义 推导 梁 有 限 元 模型 的 适宜 的 势能 函数 . 

三 次 多 项 式 形式 的 形状 函数 必须 满足 梁 两 端的 位 移 条 件 和 旋 度 条 件 .为 推导 上 述 形状 沙 
数 ,自然 选择 Hermite 插值 多 项 式 作为 其 基本 形式 .因此 , 形状 函数 的 形 江 可 以 写 为 (Scheid, 
1988) 


N, = Хе + DW) T (4.4) 
Е- =й 
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表 4-1 等 价 节点 荷载 


P R= Р Ку = Р/2 

4 | pë 
= РІВ = 

[то += Із М, = РІ My 
P Ra Кр 

4 В ( É 

М, = Рал? 
L M, = Pa? L 


R, (Pb у(За+ь) 
Ra (Рал? (аз) 


R, = м2 R = wL/2 
м 
биш ишак инг 
— М, = эл 12 Ma — wh 
w R, = 3wL/20 Re~ 7720 
=ске geh 
—— — — M, = 12130 M, = 15/20 


жиен doh 
м ч 


R, = (ма!212)(а\- 2а,+21?) 
Ву = (жа?/212)021.-а) 

M. = (wa2/1212) (3a2- 8aL+61) 
Mp = Owa3/12 12) (41-30) 


R =wL74 R =wiid 
Б 


- L 7 =] M, = 5wl2/96 M, = 5412196 


Му 
A= — ( ) 
а b 
一 一 一 R = GM ab 
L 


R, = 6M, abi L` 
М, = (мы (3-1) 
Ms = Маі (3b- L) 


这 里 v; ліс; ЖИЙ, арал 为 点 x; 处 的 旋 度 (坡度 ). 上述 多 项 式 的 阶 数 为 2n + 1, 而 对 
于 三 次 方程 而 言 n=1. U (20W W (ORREN FERRETA 


dL(zxz;) , 

0 (=) = [о а у]? (4.5) 

М(х) = (>z — rH L, (z) ]° (4.6) 

函数 Li{z) 及 其 导数 将 在 题 4.9 中 定义. 了 而 建立 了 梁 有 限 元 模型 和 矩阵 结构 分 析 的 相似 性 ， 
仅仅 包括 剪 切 方 和 查 矩 的 二 维 梁 有 限 元 横 型 无 法 有 效 地 应 用 于 没有 轴 向 力 的 框架 形 问 题 
作用 于 杆 或 梁 上 的 轴 向 为 的 有 限 元 模型 已 在 第 一 章 中 进行 了 介绍 . 只 要 增加 两 个 自由 度 
梁 两 边 的 轴 向 形变 , 基本 的 梁 有 限 元 模型 就 可 以 修正 为 包含 轴 向 力 的 模型 ,具体 推导 过 程 详 见 
题 4.11. 在 将 梁 有 限 元 分 析 应 用 于 术 架 有 限 元 分 析 之 前 , 与 前 切 力 和 轴 疝 力 的 混合 作用 力 的 
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矩阵 变换 相同 , 必须 事先 知道 坐标 变换 的 形式 ， 
4.5 矩阵 变换 


平 曾 弹性 问题 中 描述 边界 条 件 的 妩 隆 变换 已 在 第 三 章 中 进行 了 讨论 .利用 方程 (3.14) 和 
(3.15) 的 矢量 变换 ,可 以 将 梁 有 限 元 模型 从 (&, #9) 局 部 坐标 系 中 的 形式 变换 为 (x, y) ЕЕ 
标 系 中 的 形式 . 题 3.23 给 出 的 应 用 事例 描述 了 (&, 7) 局 部 坐标 系 下 位 移 边 界 条 件 的 表 未 形 
式 ,而 榆 架 类 问题 的 应 用 则 有 点 相反 . 题 4.12 描述 了 将 粱 有 限 元 结构 的 模型 从 (上 , зр) S up ae 
标 系 中 的 形式 变换 为 (x,y) ЕЕ ЖА E, 利用 该 变换 可 以 指定 (z, y) Ë 
标 系 中 的 边界 条 件 ， 


例题 详解 


41 在 推导 粱 月 限 元 刚度 息 阵 所 流 足 的 方程 时 ,图 4-2 所 示 的 梁 间 题 是 一 次 主 要 问题 { 在 
z=0 处 施加 正 的 节点 旋 度 ), 它 世 用 于 解释 最 终 的 梁 分 析 结 果 . 试 由 微分 方程 (4.1) 求 解 
图 4-2 中 国定 梁 的 反作用 剪 切 力 和 反作用 力 托 . 
E 本 在 这 种 情况 下 ,用 速记 符号 写 出 的 微分 方 得 为 
EY = +ç = Q 或 vep (a) 
图 4-2 所 示 的 梁 是 静 不 定 结 梅 . ЕИ ИЩ T 3065 НЕНІ, 却 仅 有 两 个 从 静态 结构 得 到 的 有 
效 方 程 .从 而 对 另外 的 两 个 外 部 反作用 力 , 需 要 补充 两 个 边界 条 忻 . 这 样 才 能 求 得 微分 方程 的 解 .对 式 
(a) 进 行 积分 ,有 


) yll = с; (b) 
点 z=0 ЖИ НЕЕ IBD Е 2 Ri. 利 用 趟 (4-2), 有 ЕО) = У = Ri. 实际 上 ， 
4 берт. 时 ,这 个 应 用 中 的 剪 切 力 У 为 常数 .代入 式 (b) 中 ,有 


v = EI | (с) 
再 进行 一 次 积分 ,有 
s = Ri gr С; (d) 
这 是 一 个 边界 条 件 , 利用 图 4-2, 有 E" O= - Mi 代入 式 (d 并 解 出 Cp 有 
DEE се) 


ИРЕ ЛЕУ T S Rh ЖЕ PB ib КИЕ ЖЕНА CN Pr ТОЁ. 梁 符 号 对 流 的 提出 很 可 能 使 方程 组 
(4.21 中 的 后 三 个 方程 ,也 就 是 荷载 a PRI НЛ VAREM 之 间 的 应 用 关系 , 得 到 了 成 功 的 运用 . 
梁 的 符号 对 流 理论 (求解 方程 (441 的 符号 对 流 ) 如 图 4-2(b) 所 示 .假设 作者 在 梁 单 元 两 端的 弯 矩 为 正 
亿 并 使 得 洪 的 项 部 受到 竺 缩 .假设 正 尊 切 力 向 下 作用 于 梁 单 元 的 顶端 ;类 做 的 , 假设 正章 切 力 向 上 作用 
于 梁 单 元 的 另 一 出 .不 难看 到 , 符号 对 流 的 方向 和 > 轴 的 正 向 相间 ,都 是 向 右 的 方向 .而 у МІНЕР 
可 以 为 向 上 的 方向 ,也 可 以 为 向 下 的 方向 .读者 必须 记 住 的 是 , 当 у 辅 的 正方 向 向 上 时 ,方程 (4.1) 中 作 
用 于 梁 上 向 下 的 荷载 力 为 负 信 . 坷 而 当 作为 式 (d) 中 的 边界 条 件 时 ,图 4.2 中 施加 在 x = 0 处 的 力矩 
М, AmE. 

节点 符 导 对 流 应 用 于 矩阵 结构 分 析 和 梁 有 限 元 之 中 .假设 转动 节点 的 力矩 或 支撑 力 沿 反 时 针 方向 
是 正 的 ,而 且 该 正 向 力 沿 у 办 的 正 向 向 上 作用 于 节点 .该 问题 以 及 后 面 的 粱 问题 都 将 假设 力 和 力 抑 是 


相应 于 节点 符 屋 对 流 的 正信 . 
对 式 {e) 进 行 两 次 积分 , 可 以 得 到 关于 摔 麻 的 方程 和 关于 挑 应 的 方程 
R Мут 
oB Ma, o, о 
R >° Мух? ` 
v= бЕр 2E | Cam t С ч) 


用 于 计算 Cs 和 C, 的 最 方便 的 边界 条 件 是 在 z = 0 处 给 出 的 zt0) =0 和 节点 旋 度 9(0)- 8 .将 它们 


- 86 ` # Ë s 2 Tr 
| 
жағ 
| 
M, бет D) 一 一 一 ~ 
F L “а, 
R, 
(а) Жх-О Ж ИЛЕНӘ, 
y 
M M 
4 
| 一 一 


теі 


(Б) ВИННУ 


Ж 4-2 


RARA ig), E С,= 0, fl С,-0. ЖӘЙ r= L ЖЖ o (1) =0 Ж о) =A 
(g) 得 到 两 个 方程 , ЛӘ {Б R, 和 М, 为 

Ri = sP 和 М, (h) 
另外 还 有 两 个 方程 用 来 求解 R 和 M AERDEN 5 F, = 0 和 >) M, = 0 .另外 ,也 可 
ЫШ Elo (у= у= R, ARC, Ж Erel (L)= M; ЖАЗ Се), 从 而 计算 得 到 


SEI 2ЕІ8 
== 和 м,-тгі (i) 


_ AER, 
= L 


完整 的 静 力 学 方程 是 ( 见 图 4-2) 
УР, =R i +R,=0 和 )M.(0) = Mi + M> + R>L = 0 
4.2 ДЕЗ GB BF ЕТЕ E Bg y Eu, 图 4-3 所 示 的 在 x =0 处 有 正 节 点 位 移 的 梁 


问题 是 一 类 主要 问题 . 试 利用 方程 (4.1) 求 解 如 图 4-3 所 示 的 固定 梁 的 反作用 前 切 力 和 
反作用 力矩 .注意 , 假设 反作用 力 R, 是 向 下 的 . 


{> 


оаа 


к R, 


图 4-3 x=0 kb 8 t 5 wu 88 
E ке 对 式 (4.1) 进 行 两 次 积分 , 得 到 的 结果 为 
wm =0 


pI = Сб, (а) 
v! =C + С; (b) 


т ше а - —— — — 
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4.3 


相应 的 边界 条 件 是 Erl(0) = R, 和 ЕҺЦ0)--М.ЖЕТИКА Жата ҚЫ, 并 求 出 式 中 的 常数 ,有 


M 
нр  _ M 
= К.ғ Е се) 
再 进行 一 次 积分 , 有 
_ Riz? Mir? 
v= бЕр 2E t Ge + ©з (d) 


Җа Ж ОУ т1 (0) = 0 ЖИЕ АШ 000) = v1. 经 计算 , 式 中 的 常数 为 C3=0 和 C, = u. ЖК 
的 边界 条 件 о) =1 和 vw( 工 ) =0 可 以 用 在 式 (d) 和 式 (e) 中 ,并 得 到 两 个 方程 .从 中 求 出 Ri 和 M, 
有 


和 (e) 
НӘЗ Ж R, 和 Ma 有 
В, = обы ж м, = sEm (D 


上 述 结果 概况 在 表 4-1 P. 
如 图 4-4 所 示 , 固定 梁 受 到 连续 荷载 w(z)= - wzr/L 的 作用 , 计算 其 反作用 剪 切 力 和 


ц 3 
r 


R, R; 
(a) 反作用 力 


R= 1 R= тыш 


М-ға) = 12120 
(b) fL 008 A 48 359 


ІН 4-4 


М EF Уг сал), 可 以 写作 


将 控制 方程 积分 两 次 ,得 到 
Elv! =- mF Ci (a) 
Ely! = - «2 + Сүт + C; | ' (b) 


由 边界 条 件 Е1(0) = R, 和 Ele (0) = — M1 计算 出 的 积分 常数 为 C1= Ri1 和 C= 一 Mi. 将 其 代入 
НДЫ 并 再 积分 两 次 ,有 


тух“ Күт? 
Elv! =-мр 2 Мх + G; (е) 
3 2 
ды? Біл Мух А 
Ele =- тор кусу + Csz С, (d) 


BHRR ol(06)=D P (хы l ka C= Сао. ЫЎ, ДЖ ЖЩ ol (L )=D t u(L)=0 т 
以 用 来 构造 计算 Р, 和 М, 的 两 个 方程 ; 


. 7 


488. 有 限 元 分 析 


wL? RL? _ wh ҚЫЗ MiL? 
-a4 t 2 C ML=-0 M -iat e 2 7} 


求解 该 方程 组 , 得 到 Mi 17/3009 Ri Эл, /20. APIF r a| B M= v L2/20 Fl К,=7ш]./ 
20.[# 4-4 所 示 的 结果 是 由 外 部 荷载 引 超 的 反作用 方 , 当 这 些 结果 应 用 于 本 章 后 边 的 应 用 示例 时 , 反 作 
用 力 的 方向 将 为 相 友 方向 并 用 等 价 节 点 笛 载 代 蔡 梁 受到 的 外 部 荷载 . 

4.4 图 4-5(a) 中 的 洪 和 符号 可 以 用 来 确定 图 4-5Sfbj 所 示 受 两 端 力 利 力 所 作用 的 梁 在 端点 处 
的 位 移 和 旋 度 . 试 构造 将 图 4-5(b) 中 的 每 一 个 作用 力 或 力矩 与 图 4-5{a) 中 的 位 移 和 旋 
度 相 联系 的 由 四 个 方程 组 成 的 方程 组 . 


(b) ЖЕН ЖІ 


ІН 4-3 


解 т> 首先 ,需要 写 出 联系 R 与 图 4- 5{a) 中 的 每 一 个 位 移 和 旋 度 的 方程 , 即 

Ri = flun dL var 6) (a) 
在 将 边界 条 件 赋值 给 梁 问 题 之 前 , {ТКЖ ТУЕ Ж да БЕ ЕП. НЕСЕ, 可 以 计算 出 
(а) КИЕ (о), 8 4.2 完成 了 其 分 析 过 程 ,得 到 了 有 效 的 结果 . 类似 的 , R, 受 梁 左 端的 族 度 了 
(81) 的 影响 , 其 结果 由 题 4.1 给 出 . 题 4.15 和 题 4.16 中 计算 了 其 条 的 函数 .因此 , 式 (a) 中 的 说 数 写 为 
l2Elv! ӨКІ 12ЕГоҙ + ЕУ, 


R= -p t p 1? L? (b) 
ж, в 
| M, = Роу, б, va, 83) 
利用 题 4.1.4.2.4,15 和 4.16 给 出 的 结果 , ЕКЕН 
6EI 4F БЕР 2ЕІ0 
М; = 721+ І. t- p t Іі! (c) 


对 梁 的 右 疯 进行 类 似 的 计算 , 求 得 的 反作用 力 为 
_ 12Elv, 6E10, 12Elv, _ 6EI0, 


R; = p 7 2 + 13 12 (4) 
M, = ега ‚ ЕР, _ 和 А 00 (e) 
W (ъ) #Җ (е) S ЛЕ И БЕКЕ ЕВ C, A 
В; 12 6L -12 61, | 
М, 1|6. 412 -6L 212||8 
к, | 12 -12 -6L 12-64) 0 
M, 6L 21% -6L 452! (в, 


ІН = К) (g) 


BOR НЕШ ЖЕНЙЛ: 


4.5 


4.6 


. KQ > 


чер РЕ TPB i B A траса НІ ЕЕЕ BE Ба P I НЕН 
Ж), Lo l ЖЫ НУ Р ЖЕЙ АН ЖаН ПЕНЕН И. 

如 果 纵 出 了 粱 上 相应 于 节点 位 移 和 旋 虚 的 全 部 荷载 力 , 可 以 直接 由 方程 (g) 计 算 梁 的 反作用 力 . 相 
应 的 分 析 过 程 分 两 部 分 完成 .第 一 步 ,将 与 粱 所 受 和 荷载 力 等 价 的 固定 节点 的 作用 力 应 用 于 粱 的 节点 处 ， 
虱 成 方程 { 全 左近 的 式 子 ;第 二 步 ,将 等 价 的 节点 力 和 力 斤 的 和 , 加 上 由 节点 的 这 移 和 旋 度 引起 的 力 、 力 
年 ,计算 出 实际 的 区 作用 力 . 间 题 4.5 针对 -- 个 简单 如 ,阐述 了 这 一 过 程 ， 
图 4-6 中 的 梁 是 静 定 结构 , 反作用 力 Ra 和 Ra 的 计算 方法 应 用 了 基本 静 力 学 方程 .无 论 
如 何 , 这 个 粱 结构 将 用 来 说 明 位移 法 的 基本 思想 . 试 采用 位 移 法 计算 图 4-6 中 梁 的 反 作 


HH. 
y 
==. 
| L | 


R, Ry 


图 4.6 


Ж ке 假设 梁 的 两 端 固定 ,并 计算 等 价 的 节点 茶 荔 用 以 表示 均匀 变化 的 荷载 力 ,由 题 4.3 计算 出 的 
结果 或 由 表 4.1, 可 以 给 出 等 价 的 节点 荷载 .将 其 代入 题 4.4 中 的 式 (f}, 计 算出 的 节点 访 度 为 


12 6L -12 6L] 
- 3wL/20 т 
N 6L 4L? -6L 212 
"ы, Lo р eL” (a) 
= 5 | 一 - - а 
- 71/20| L° vz 
-12 -6L 12 -6L 
12/20 8; 


6L 22 -6L 4124 
жуығын, 因为 如 果 从 中 解 出 所 有 的 位 移 和 旋 寡 ,它们 的 计算 值 都 将 为 零 . 利用 边 
界 条 件 ъ(0) = v(t)=0, 固 定 梁 问题 着 起 来 与 已 经 分 析 过 的 简单 梁 问 题 相同 ,从 方程 (a) 中 消去 已 知 
边界 条 件 , 得 到 矩阵 方程 


С элю) _ аа. КАН қ 
wi) Llar slie tb) 
解 方程 组 (b), 得 到 每 个 点 处 的 旋 庶 值 为 
了 3 3 
б =- AOST 和 d= 1 (е) 
BERT ЛИ ЖАЛА ТЕ И ТЕЗЕ ЕТИ Л, 加 上 由 节点 旋 度 引起 的 反作用 力 , 计算 出 最 后 的 反作用 力 ， 
RA 2 6L -12 6 а 3лв1./20 
Maj Е 6L 412 -6L 21? | ]— 7 3/36F1 01.2130 
= 了 3 二 + (а) 
R | L -12 -6L 12 - 6 0 7zuLA20 
В 6L 212 -6, 412 д] 2/45ЕЇ -~ 12/20 
ЖНЕЕЗЕ, GARAR 
Ra = ші. Кв = ш. МА = М, = Ü 


图 4-7(а)В ЖАН ЕЕЕ ИГИГЕ] ге, ӘЗІЛ Ил ЖОНИ ТАГА ЖОЖ О ЖК, 
粱 可 以 在 支 节点 转动 . 试 计算 简单 支承 点 处 的 旋 度 以 及 所 有 支承 点 处 的 反作用 力 ,并 作 
出 相应 的 前 切 力 利 力矩 示意 图 . 

М wp 该 结构 中 将 用 到 两 个 局 部 单元 并 由 其 组 全 成 整体 刚度 矩阵 .在 支承 点 2 处 , 梁 的 两 外 具有 公 


ЗЕНИТЕ, 并且 两 个 梁 单 元 在 该 支承 点 发 生 连 接 . 利用 题 4.4 PAROA, 首先 构造 局 
НЕЕ, 51.2 上 的 均匀 荷载 等 价 的 节点 荷载 由 表 4.1 得 到 ， 
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"° wL?2 
ЇН? (= É ЁЛ? 
| 2 


(а) ЖЯ 1-2 БАЧАТ Г 


у, 


0.0139 42 
пье] 
A < 0.027812 
8 
(b) лт 
Е 4-7 
#1-2 
- 112 12 6, -12 6. iv, 
= 12/121 Ер 6 412 -6L 21? || 
-aL/2 | 12 -12 -6L 12 --6Ь| | 
12112 б, 212 -éL ДІРІП ә, 
%2-3 
0 12 6(21,) -12 6(2L) (әз 
o| Ер (|621) AGL) -601) 2021)? | |62 
ol СІЗ -12 -6(2) 12 -6(2L)| | va 
0 6213 20107 --601) 40217 119; 


(b) 


这 两 个 局 部 刚度 矩阵 通过 v 和 0, А1 6 x 6 АИ ЕЕ АБ БН ЕЕЕ X E 


ЖИЕ (с), (ПЕЛЕ ë th šB ТЕ r BJ ру ВЕЛ Ж НЕ. 


12 6L -12 61. 0 0 

6L 4]? -6L 2L? Ü Ü 
zI -12 -6L 12+ 12/8 -6L+i2L/8 | -12/8 121/8 
13 óL 212 -6L+W2L/8R аласа | 121/8 812/8 
0 0 - 12/8 -12/8 12/8 -12/в 


б 0 12 /8 8L2/8 -121./% 1612/8 


PUE BAHR CHAREE 
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4.7 


= zL /2 
- < 


_J- 21.32 


= {с) 
1.2712 
% 
` 0 


图 4-7 РИЯ ЛАНА v = v2= из = 8, <ф-0.НЕЛЕНОМЕНАНЯ-ЗЗЕН-ТЖЯІН 
0, 97718. Riki, Ж ЖЭН (с) Р MS РО РЕВО a ТҮП, 得 到 的 结果 为 


z 3 
Б а +21230, = 9 或 0, = ШЫ (4) 


BBS BR. Г. ЖП h ЖЕЙДЕ ИКАР УТ) Pay aB ДЕ ЕЕ ЕЖЕН. КЕР 1-2 КЕБФЕНЛО УА. 
Vs. MA M Mp- ЖИЕ Ж BE Ep yK Га) ЖН А, НЕЕ Ж 


Va 12 6L -12 6L “ шҺ,/2 

MA | FT|6L 412 -6L 21? Ü “12/12 

vaf ІЗ| 2 -6L n -6L o “| ы? te) 
Ма 6, 212 -6L 412 | “ІТ — ae.2712 


经 乘法 计算 , 得 到 


_ _ 7wL _ 51 wL? ші? 
Va = Ra р Va = 12 Ma — Му т 36 


这 里 需要 对 记号 VBi 作 些 补 充 说 明 .支承 点 吾 处 总 的 反作用 力 是 由 粱 1-2 在 点 2 ВОН АЭ ЛОН 


2-3 在 点 2 处 的 端点 曾 切 力 相 加 市 组 成 的 ,因而 有 Ra = Бр) + Re. 
类 似 的 ,刚度 矩阵 (b) 可 以 用 来 计算 沁 2-3$ 上 的 前 切 力 和 力矩 ， 
Ур 1.5 1.5L -15 1.5Һ1 9 0 
Ma| El1.5L 2L2 -15L 10 шу, h 
vef B |-1.5 -15L 15 -LSL o P [ (D 
Me LSL т? -1.5L 210 | 0 0 
Va = ШЕ Ve = Re = 05 Ms = HE ме = ЗЫ Ra = Va + У 


р] йб ЖАНЕ Е Т.И ЖЕН Да ВЕЕ FFE E НО, ВА ТТЕ ë H Sh sh TERES, 如 
节点 В. НЕТА ЖАЛ V. y k = А ЕЕ АРЫН, АН ЕНІН ЕЖ 
意图 . 同 顾 关于 梁 符号 对 流 的 图 4-2, НЕЗ м, OPAR RAE КЕЙЫН r у, iE 
ИЕ ЈЕ А ЈН. ДНО, 如 果 采 用 梁 符 号 对 流 形 式 , Ms ЖЕ, ЛОБ, 而 Mc ЖОЕ ЛЕ. ВИЛ) ОЕШ 
未 在 图 4.92. 

图 4-8(a) 所 示 的 二 跨度 粱 在 支承 点 A MB 可 以 自由 转动 ,并 国定 在 节点 C 处 . 试 计 算 
支承 点 A 和 B 处 的 旋 度 以 及 所 有 支承 点 处 的 反作用 力 , 并 作出 剪 切 力 和 力矩 的 示意 图 . 
# ЕР 除了 支承 点 A 可 以 自由 转动 以 外 , 该 结构 与 题 4.6 Е В ЖШ ЖИЛ ЕШШ 
б 和 0. ХЕЛЕН ЕЕ ЕШ 4.6 ОК (а) Жз (с) ДЕЕР], 粱 的 边界 条 件 为 v1 = әҙә u= =0, 于 是 
题 4.6 中 的 方程 组 (化 简 为 具有 二 个 方程 和 二 个 未 知 量 的 方程 组 ， 


ЕП 415% 217118 -461,7/12 
нш мі M Ë | wL?/12 | (a) 
RETEA) P 0, = -wL ADE 和 所 = wL WEL TA 1 沿 顺 时 针 方向 旋转 ,节点 2 ИЕШЕ 
ҰЛТАЙ 
НІНІ 4.6 中 式 (a) 给 出 的 刚度 矩阵 ,构造 的 求解 梁 1-2 端点 处 反 作 时 为 的 矩阵 方程 为 


Va 12 6L -12 61 8 wL/2 

Ma | E| 6L 412 -6L 21° | |- wL’/30El ш1.2/12 

Ун НЕ 12 -6L 12 -ві. 0 t ш1,/2 (b) 
Mp 6L 2L? -6L 412 wL3⁄40EI 一 wl? /12 


кина ЕЛ 
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| Ў 8 Bl 


| 
0.10125 wE 
M 
0.025 wE? 
ТТТ 
力矩 示 章 图 
0) 
Р 4-8 
9. ЕСТЕ L? 
Va = Ед = 20 Ув = 20 МА = 0 Мв =- 5 
类 但 的 , 题 4.6 中 的 式 (b) 可 以 用 来 计算 染 2-3 上 的 反作用 力 ， 
Ун; 7,5 1.5.0 -1.5 1.51 0 0 
Ms | кг|15, 2L2 -1.5L 12 a L3/40EI 0 (с) 
= + 
у:|712|-4,5 -1.5L 15 —1.5L 0 0 ° 
Mc 1.51, L? -1.5L 210 Ü 0 
3ші. КТА L’ L? 
Va = 80 Ус = Re = ~ ад Ms = S Mc = Ев = Ув, + Ур 


КЛ ЕЕЕ 4-8(b) 之 中 . 
4.8 图 4-9 所 示 的 梁 结 构 往 往 被 称 作 支 撑 悬 臂 梁 . 试 计算 旋 度 加 和 0, 以 及 挠 度 о, 然后 计 


4.9 


ЖЕ RAHE ЕВУ 


. 93 + 


算 点 BB 和 点 C АЕ БЕТЕН Л. ЖЕШ ИЛЛЕ ЕЛ ЕШ. 
М r 除了 边界 条 件 不 同 以 外 ,该 梁 结构 与 题 4.6 ТЕ ЖЕҢ. А А B B ВВЕ nf í 
自由 地 转动 或 坊 转 ,只 要 对 问题 4.6 中 的 整体 短 阵 表达 式 tc) 给 出 正确 的 边界 条 件 , 就 可 以 进行 具体 分 
析 . 在 和 兴 阵 结构 分 析 理 论 中 , 仲 出 来 的 部 分 (从 为 到 8B) 可 以 攻 作 用 在 点 B АШИР ЗЕТ ЛИЕ Ж 
代 蔡 .这 里 介绍 的 方法 与 计算 机 应 用 中 使 用 的 方法 是 一 致 的 , 只 不 过 需要 给 出 正确 的 边界 条 件 而 已 , 
梁 的 矩阵 形式 为 题 4.6 中 的 式 (e), 边界 条 忻 为 v= v3= 53=0. 删 去 对 应 于 鹤 边 界 条 件 的 行 和 列 ， 


Жата А. 
12 61 & [а — 1,12 
EI 2 2 _ 2 
12 L 41° 21. |К = % тр /12 (a) 
L 212 412118, "12712 


RETEA), 得 到 6,-5ші2/12ЕГ,6- wL3/4EI 和 ui= - Зао 4/ВЕГ. ЛЗ НРУ i 
КЕ TALEE PRIE. AAE 4.6 ВУЛ ИЛЕТ РЕ, НА ЕНВД 


Va l éL -12 6L |[-3wL’/BEI о? 

Ma _ EI 6, 4L? -6L 212 | | SuL /12EI N ш1,2/12 (в) 

Үш 11-І? -6L 12 -6L 0 ш,/2 

Мв б, 212 -6L 41? ші.3/4ЕІ ~ 12/12 

和 

Ун; | 1.51.5], -1.5 1.5], 0 0 

Ма | _ 型 | 于 212 -15L І? zL) /4EI ñ 0 б) 
Vel ІЗІ-15.-1.55, 15 -LSL 0 Ü 

| 1.5L L? -1.5L 212 0 0 


可 以 求 得 最 终 的 反作用 力 . 解 方程 (b) 和 (ce), 福 


了 L 1 
Ул = Ед = 0 Уд = ul Жайы Vo = Re =- 06 МА = Ü Ms = 2 


8 
1,2 Иш. 
Me = Rs = Уа + Vez = 0 


前 切 力 和 力矩 表示 在 医 4-9(b) 之 中 . 
AAH Hermite 插 信 和 多 项 式 推导 梁 横 向 偏 移 模 型 的 三 次 形 函 数 . 


Шо тт 染 模 型 的 形 函 数 必 须 反映 梁 在 每 个 节点 处 可 能 的 挠 度 和 旋 度 边界 条 件 的 性 质 .由 此 可 见 性 


意 的 一 维 三 次 函数 并 不 一 定 是 送 定 的 . Hermite 尾 值 多 项 式 要 求 每 个 节点 处 的 挠 度 和 其 一 阶 导数 满足 


适当 的 条 件 . 形 状 函 数 N, 如 图 4-10(a) 所 示 , 其 边界 条 件 为 wt0)=1 和 wtL)=w (0)= 2 (IL)=0. 对 
nn 二 1, 式 (4.5} 和 (4.6) 中 的 函数 二, 定义 如 下 、 


了 Ta 


Іа) = E Li(r)= 
= ір TE шуу 


这 里 r =Ü, zr = 上 .和 将 它们 代入 式 (a) ,得 到 


= L dL ) -= dL 
Latz) = SE La) = £ а == ¿UD = + (a) 


由 边界 条 件 , 只 需要 计算 式 (4.4) 中 的 一 项 .形状 函数 N, 满足 惟一 的 非 零 边 界 条 件 wt0) = 1, 因而 只 需 
要 计算 式 (4.5) 中 的 U, (z)= 062): 


_ 1! И L 2 

ше) = 1-21: [2 (b) 

ЖЕЖ 1.(0)=1 ATUA EP НВ 
Мү=1-3® +2 (с) 
ЖАҚЫ М, 满足 x =0 МЕЖЕ (0) = 1, КАИ RE ¿(0)= o(L)= 2 (L)=0. 因而 
只 需要 计算 式 (4.4) 中 的 一 项 W, Ca): 
_ 2 
w +шо[ ] 

从 而 出 式 (4,4), 有 


4%. 有 限 元 分 析 


| 2. 
N, № = 211-2 +5 (4) 
| 形状 函数 N. 满足 += L НЕТ (1) =1, 其 余 的 
边界 条 件 是 u(0) = vw (0) = w (1.)=0.ЯШЯ ЕНИ 
-x 
式 (4.4) 中 的 ~- 项 (т): 
- і _ 1 “(ай 
(9 20-1 U (xz) = 1-4 5] 
N 从 而 出 式 (4.4)》, 有 
2 z БЕ 
Ns = 3 E -25 (е) 
。 XMB, N, 必须 满足 (19-18 о(0) = о) = (0) 
= -- =0.H (4.6), 8 
E (т — 1,)х? 
(t) 000) = 1 Wila) = Ст; 
№ 和 2 
| ЖЕН о 
РОД f: ИА анау 
— x vir) = Му, + Naf; + Мал + Nd 
j і 或 
© 600) =1 vlz) = ГММ (g) 
М 这 里 
[N] = 1м, №, N; N.) ж | 
K 一 =x 4.10 利用 式 (3.13) 定 义 的 势能 函数 和 题 4.9 的 
L 结论 推导 粱 有 限 元 的 刚度 矩阵 ， 
9 =l м ағ окиолуния ik R.L ШШ 
图 4-10 面积 积分 .这 里 的 体积 表示 和 染 的 体积 , 并 可 以 假设 


梁 的 任意 有 限 单元 内 的 横 截 面 面 积 为 常数 ;而 这 
里 的 面积 对 应 于 受 外 名 荷载 力作 用 的 任意 曲 闸 .对 于 二 维 梁 ,这 里 的 荷载 为 外 部 作用 到 梁 上 的 荷载 ， 
它 可 以 满足 任何 荷载 条 件 , Ж 4-1 举例 说 明了 某 些 荷载 力 . 外 部 作用 的 横向 荷载 vo (x) 代替 了 式 
{3.13) 中 的 曲 而 牵引力. 前 面 曾 提 到 过 刚 府 法 中 ,将 外 部 作用 的 模 向 荷载 视 作 等 价 的 节点 蓓 载 . 外 部 
荷载 的 势能 原理 可 以 给 出 相似 的 结果 .另外 , 式 (3.13) 中 的 体积 力 项 将 被 搁 略 . 式 (3.13) 可 以 写 为 


Лт) = ШІ 1 ædzda - КС ба) 


式 (a) 的 第 -项 称 为 应 变 能 , 因为 该 项 被 用 来 推导 刚度 矩阵 , 所 以 是 主要 项 .第 二 项 是 外 部 荷载 的 
(9%. 叮 以 利用 洱 的 弹性 曲线 的 位 移 来 定义 应 变 .更 常见 的 方法 是 利用 弯 矩 来 定义 弯曲 应 力 .由 材料 
力学 可 以 推导 出 , 弯 矩 引起 的 庶 变 为 ( 见 医 4-1) 


а(х) = М)» (Ь) 


Шу БАЕ - 胡 克 定律 ,联合 式 (b) 及 (4.2) 的 第 二 个 式 子 ,有 


2 
“а! = МЕУ „ ‚>ш ©) 


(x) = 


Җ (а) ДУ 


r L 2j g 2 L 
J(o) = | | > 4 оС)! EdAdr -Í чотак 
„Ай йт ü 


考虑 到 i o dA = r, БКА 
Къ) = Ыбу: -| wvdz {ау 


ЗСА) Я АЕНА 4.9 中 式 {g) 给 出 的 形状 函数 和 节点 位 移 定义 的 .由 此 可 得 
vw = (Мј 


第 四 童 。 梁 和 桥架 上 的 有 限 元 方法 


将 其 代入 式 {qg)，, НЖЖ АЕ Б. 


усо) = ES ATN TEDEN laz = | ITIN wda (©) 
HIORT h RE Ж ЕЖЕ НЕ Ж ЖЕ ВЕН АН хр РЕЛШ. 
[ENTENINI vids - (мужа = 0 (0 
将 题 2.9 中 欧式 (c) 至 式 { 作 及 其 二 阶 和 导数 的 结果 代入 矩阵 方程 ,有 
6 12 
Нн 
ің 
4," " 
. L L 6 EBr 4 бл 6 12: 2 rll 
|, 6 122 n| 3 + L L Lt 1 1 L “| v Т 
ы 3 
8; 
Lit 
3 
1-3 r: 273 
2 т? 
L x- 2% + Tr | 
-| 2 — wdy (g) 
0 з 09 2 
L? L? 
д? z 
L: L 


ЖТТ ЕЕ АТ rH R, 将 得 到 刚度 矩阵 , ЖЕТЕН S 4.4 PARO ER, ЖЕР ТИ 4-1 
RN SIN Ж ЫН арч S [J W ЕЕ ЕУ 


12 61 -12 6L |f» х0]. /2 
FIl6L 4L? -6. 212|)|9 “12/2 
әр -6L 12 6. ||, |ш2 (b) 
б, 212 -6L 412119, - 12/2 


ЕЗІЛЕ y 轴 向 上 ， Шел ЫЕ УИЛЛ ТГ АГ 
符号 与 表 4-1 中 给 出 的 结果 的 符号 相反 


4.11 设 梁 受 到 横向 荷载 和 轴 向 力 的 共同 作用 , 试 А в, 
推导 其 局 部 有 限 元 刚度 矩阵 . «-—(========—)— 
Ж == 对 于 轴 向 力作 用 在 直 杆 或 染 上 的 模型 ， \ \ 
基本 弹性 题 2.9 FJ ШШЕ ЕТ 48 EZ Ë RI B “ > 
年 阵 ,而 且 题 2.21 采用 直接 方法 重新 推导 了 上 述 
ШЕ ХУН ХЕ Л, ЖГ? Е м м, 

用 在 节点 1 和 节点 2 处 的 轴 向 力 N 和 N, P д ым 
载 及 相应 的 位 移 如 图 4-11 ЕЛ AREH? ' ? 
ЕГЕМІЗ | | 
1 -11|ч N. ' ° 
EL Jel- M (a) 图 4.11 
这 里 wl 和 и, 为 节点 位 称 .将 上 式 与 题 4.4 中 的 起 (全 相 结 各 ,得 到 完整 的 局 部 刚度 化 阵 ， 
мі Ге 0 0 - С; 0 0 4 (ы; 
К, 0 132, 6601 0 -12c 661 |l, 
M. Ü 6C;L 461? 0 -6CL 2612? || 
N| |-с 0 o с, 0 0 из ш 
k, 0 =120 -6C 0 126, -6C,L||w 
М) LO 662 26,12 Q ` 6C2L 4C,;2 156 


这 里 


-0> 


有 限 元 分 析 


С, = АЕ/Ї, 和 C, = Ei/ L (с) 
БЕЗ еріне аға ЕЕ ИЫ СЕНЕДІ АЛАУЫ; арға Е. 
4.12 试 推导 定向 梁 在 (8, 力 局 部 坐标 系 中 的 变换 矩阵 和 相应 的 刚度 矩阵 , 并 将 它们 引用 到 
(х,у) {ЖАЛАЛ ЕУ. 


іу 
л 
5 
8; — 
Бу“ 
а N, 
8, 
— * 
ш N 
СЛ 
图 4-12 (Е, p АТАА РВУ Е ШЇ ІН ІМ 88 


MER 


解 F 如 图 4-12 所 示 的 梁 , 向 量变 换 由 式 (3.14) 和 式 (3,15) 给 出 并 图 示 在 图 3-2 H. EERE 


式 为 
МЕ = [T] (a) 
м = Ст, (b) 
这 里 
соза sing 
LT} = B sina >] С 
本 例 中 的 变换 是 指 从 (&, PARERES r, у) ЖЕ фк ОЗН 151 И ИО; 
Hih = СТТ (а) 
题 4.10 (е) RATRE Е ШШШ 4.10 中 对 应 局 部 е, p 坐标 系 的 矩阵 及 能 量 项 
为 
1 L т т 
Fh, MRIN IRIENN Jul ө} бе (e) 
HAMRA E) Я 
З HISTIIN IRIENN SUT] а: (D 


ӘЛІГЕ 
ІК] = [IN IRIENIN а 


其 中 的 被 积 项 宸 达 式 可 以 写 为 

МО [TI TK] Tv, 
ВЖ, Cr, y А ЧНІ ВЕН РЕЗ 

К]. = ІТК]. Т] (а) 
ЖОЕ, 9) 5 8828 38 35 ( т, y) {ЖЕ ЖЕП ЕЕЕ ЕЕ БЕ PT ИЕДЕН СН. 4.26). 

回顾 题 3.23 中 讨论 的 平面 弹性 问题 边界 条 件 的 变换 形式 , 读者 们 可 以 发 现 题 3.23 中 式 {d) 给 出 

的 变换 是 上 面 给 出 的 式 (g) 的 逆 变 换 , 注意 到 平面 弹性 问题 边界 条 件 是 定义 在 (&， 7) 局 部 坐标 系 中 
的 , 面 染 有 限 元 问题 的 边界 条 忻 是 定义 在 (x, y) 整 体 举 标 系 中 的 .为 了 将 (&， 7) 坐 标 系 下 的 节点 位 秘 
变换 为 {x,y) 坐 标 系 下 的 节点 位 移 ,利用 题 4.11 中 由 式 (b) 定 义 的 位 移 向 量 ， 完整 的 节点 位 称 边 界 条 
件 的 变换 形式 为 - 


FOR ӘН КЕНЕЛЕ 49. 


ШЕ соз 0 0 00115 
ШЕ -sc Ü OÖ Q Qj” 
Pie 0 o 1 0 008 
мъ = - = [Tvl (h) 
ита 0 00 с a Ol us; 
Vie 0 0 0 -s c D| |o; 
8% 0 00 D D Hig 


这 里 c = соза, 5 = sina. 


将 上 式 代 入 式 (g), 并 由 题 4.11 hk ҚЫ ЕН BB EE Hi BE, КЕРЕ ОҒ 


|a. 2,7 [a _ S, - (де ta -(А- а - S, 
дё + Ple 6, -(А-Ші|ш - {лг + Т) x 
[K], E 41 ы, - ы, 21 (9 
对 称 дс? + FS [a - 21. s, 
д + г - ŚL 
L 41 


4.13 ”如 图 4-13 АТН ТАЕН, 节点 1 国定 ,节点 3 可 以 在 z 方向 平行 移动 . 试 计 算 所 有 节 
点 的 位 移 和 反作用 力 . 
М ЕЁ 为 解决 该 问题 , 需要 介绍 题 4.12 中 眉 出 的 矩阵 变换 方程 式 (i) 的 用 途 . 分 析 过 各 中 详尽 、 细 
致 地 说 明了 局 部 坐标 系 中 给 定 的 形变 边界 条 忻 是 如 何 转 化 到 整体 坐标 系 之 中 并 具体 确定 的 . 设 对 两 
个 结构 单元 都 有 了 = 100 in?, A = 10 ir 和 玉 =30x105lbyin?, 则 可 以 计算 出 两 个 单元 的 刚度 矩阵 和 相 
应 的 位 移 和 矩阵 . 
单元 1{ 节 点 1-2): 
设 单元 轴线 是 与 整体 坐标 的 x 轴 重 合 的 从 节点 1 到 节点 2 的 直线 ;经 检验 4-0,2 

с = со50° = 1 5 = 一 sn0 = б 


w = 1000 Њ 
; Ç ° І |!" I = 100 іп 
A= 10 in? 
š E= 330(105)psi 


K 


16 f 


жн 
9 8; 
м--- - — x 
“| |8 
U, t. 


单元 1 上 x,y 与 上 ,1 8 —st 


98. 


有 限 元 分 析 


т, 
F Nbe _ __, 0, N 
加 2, "n ©) „> 
@) Ө n (8) 
N ps "Y т > 
|. ”қ 
|: (х,у) 122233 
(ë, n) 局 部 坐标 系 
单元 2 Му=3742.2 
М, = 150935.5 шір Ме М-0 
4 " =0 
N. = 0 4 N.= 0 15 
% = 62578 1b t = 3742.2 ib 
节点 上 的 反作用 力 
Му=ї) 
b =0 
Мұ- 3742.2 
Е 4-15 
另外 ,对 两 个 单元 都 有 
121 _12(100) _ 
ы 60100) _ 5 
І 120 7 
Е _30(10)° 


将 其 代入 题 4,12 中 的 式 (让 ,得 到 刚度 矩阵 


[ 10 0 09-0 0 0 7 |“: 
0 0.083333 5 О —0.083333 5 || 
0 5 40 о -5 200! [81 
250 000 
-10 0 0 10 D 911%; 
0 - 0.083333 -5 0 0.083333 -5)|,, 
о 5 200 09 -5 4) 
单元 2( 节 点 2-3)， 


% 


щт Ж ЗЕ L hy BG ri 


设 单元 轴线 是 从 节点 2 到 节点 3 的 家 线 ; 经 检验 , 局 部 坐标 轴 与 整体 坐标 轴 > 2 [ШЕ ЖИ а = 
270“. Я 2, 
с = 08070 =Ü s = sin270 = – 1 
重新 将 其 代入 题 4.12 Р (i), 8 ARRE E 


0.08333 D 5 -0.08333 0 51(4 
0 10 0 9 -10 011% 
5 Ü 400 -5 0 200 |8, 

250 000 (b) 
- 0.08333 0 -5 00833 0 —5\]ш; 
0 -10 0 0 10 0 ||, 
5 0 200 -5 o 490. (0, 


将 式 (a) 各 式 (b) 通 过 节点 2 ВОН ВЕН a EE, B | 38 IE B| Br kE ВЕ 


10 0 0 -10 9 9 0 о 0 
о 0.083533 5 0 — 0.083333 5 0 00% 
0 5 400 0 -5 200 0 о о 
-10 0 0 10.08333 0 S -008333 0 5 
250 000| 0 -0.083333 -5 0 10.083333 -5 0 -10 0 
0 5 200 5 -5 800 -5 0 200 
0 0 0 -0.083333 0 -5 0.083333 0 -5 
0 Ü 0 0 -10 0 9 10 0 
0 Ü 0 5 0 200 -5 0 409 
"| 0 
vi - 5000 
8, - 1(10)5 
uo Ü 
хатт r= í - 5000 L (с) 
6; 1(10)° 
из 0 
өз 0 
6; 0 
式 {c) 的 右 端 表示 作用 在 节点 上 的 荷载 , E WU T San 1-2 上 的 均匀 和 荷载, V. = V,= — L /2 = 


-5 000, M, = ~ 1.2/2 = 一 100 000= - М, ТЖ u= usd = оз = 0, 即使 节点 3 处 的 位 移 
ТЕС ë, 7) 局 部 坐标 系 中 是 沿 轴 向 方向 的 ,但 该 点 处 表示 为 ws 的 零 边 界 条 件 对 应 于 整体 坐标 系 上 沿 y 
轴 方 向 的 零 位移. 经 过 坐标 变换 ,所 有 边界 条 件 必 须 引 用 (xz, у) Ёк ЖЕ ЖЇР, ШИЙ u 和 w 自 始 
至 终 分 别 对 应 于 x 和 ,注意 到 ,在 二 维 空间 中 , И Ө 是 出 垂直 于 结构 平面 的 向 量 表示 的 , 因 面 不 需 
要 对 其 进行 坐标 变换 . 

删 去 对 应 于 零 边 界 条 件 的 行 积 列 , 得 到 符 解 的 第 阵 方程 组 


10.083333 0 5 -0.083333 51(ч: 0 
0 10.083333 一 5 0 о || 22 - 5000 
250 000 5 – 5 800 _ 5 200 |50 p= %1(10)° (d) 
- 0.083333 0 -5 0.083333 —5||w 0 
5 0 200 5 4 8; 0 
求解 方程 组 (d), ан. 
и) - 2.91038(10) 11 
v2 一 1.49688(10) ° 
8, к= 3 9.81293(10) 1 (e) 
из 0.117755 


ð; 9.81293(1D) `* 


`. 99 - 


“100: 


有 限 元 分 析 


将 位 移 代 入 式 (a), 得 到 关于 单元 1 的 结果 : 


19 0 Ü -10 0 Ü 0 
0 0.083333 5 0 —0.083333 5 0 
0 5 4009 -5 200 9 
250 000 | _ 10 0 0 № 9 01|-2.91038 00-1! (D 
0 -0.083333 -5 0 0.083533 -5i | - 1,4968810)? 
0 5 200 0 -5 400 | 9.81293(10)- Í 
节点 荷载 必须 香 加 到 式 ( 人 给 出 的 结果 之 中 , 即 
0 0 0 М, 
1257.8 5000 | 6257.8 У! 
50 935.5 100 000 150 935.5 м, 
of 0 о [|а ч 
一 1257.8 5000 3742.2 V; 
100 000 - 100 000 0 М, 
上 述 结 果 如 图 4-13 所 示 . 将 位 称 代 入 式 (b), 得 到 关于 单元 2 的 结果 : 
0.08333 0 5 -0.08333 9 5 7 f- 2.91038(10) 1! 
Ü 0 9 0 -10 0 - 1.49688(10) 3 
250 000 й 400 -5 o 72911 9.81293(10) (h) 
- 0.08333 0 -5 0.08333 0 -5 0.117755 
0 -10 0 0 . 10 0 0 
5 0 209 -5 о 4 9,81293(10) `° 


由 于 单元 2 上 没有 外 部 荷载 , НАНЫ ЛЕ RAO АЗЕ В ТЕГЕ Ik ap pa £ hisk RER 
为 


0 0 0 N; 
— 3742.2 Ü ~ 3742.2 V; 
0 0 0 M, 

+ = = (1) 
0 0 0 Му 
3742.2 Ü 3742.2 V; 
0 0 б Му 


为 了 对 计算 结果 (i) 进 行 解释 , 需 桂 将 其 转换 回 局 部 坐标 系 之 中 . 题 4.12 中 的 式 (a) 给 出 的 坐标 变换 
PAUH ALF g [T]iFI。, 这 里 IF 表示 节点 处 的 反作用 力 . 变 换 的 矩阵 形式 由 题 4,12 中 的 式 
{h) 给 出 ,局 部 坐标 系 中 的 结果 为 


N) р -1000 6 0 3742.2 

Vos 1 ò 09 0 Ol|- 3742.2 0 

Мы 0 0 10 о 0 0 0 | 
№ | 10 o oo -10| o Í ]-з422 6) 
Уы| 10 0 01 0 01| 3742.2 0 

Му, 0 00 0 1 0 0 


最 终 计 算 结果 如 图 4-13 所 示 . 读者 们 需要 注意 ,单元 2 中 的 局 部 坐标 轴 是 从 节点 2 到 节点 3 的 直线， 
式 (j) 给 出 的 结果 表明 这 段 直 立 梁 受 到 了 张力 的 作用 ， 

如 图 4-14 АЖЕ, 受到 节点 1 和 节点 3 处 的 镍 式 支 乔 点 的 支撑 . 梅 架 结构 可 以 在 
这 两 个 点 处 自由 转动 ,但 不 能 移动 , 析 架 的 长 度 和 结构 特性 与 题 4.13 中 的 杨 架 相同 ік 
计算 每 个 支承 点 上 的 反作用 力 和 节点 2 处 的 内 部 作用 力 ， 

Ж б 单元 1( 节 点 1-2)， 

这 个 单元 梁 与 是 4.13 中 的 单元 1-2 相同 ,其 刚度 答 阵 与 题 4.13 中 的 式 (s) 是 一 样 的 ， 

单元 2( 节 点 2-3)， 

设 单元 轴线 是 从 节点 2 到 节点 3 的 直线 ;经 检验 , 局 部 坐标 轴 与 整体 储 标 输 x 2 B| E fa kt = 300°, 


Ягни НЕ ЕЕЕ А 


4101: 


w = 1000 fb/ft n 


10 ft 

М-0 М,=72670.8 

oG Sm 
M= 3935.6 | | M= 3935.6 
V, = 43944 V,=5605.6 
F; = 5605.6 
s 29356 
М, =72670.8 


№, = 3935,6 
слав 


| V, = 5605.6 


图 4-14 (=, у) Ёк ЖЕНУ sx 05 z {ЕН Л 


那么 
c = с08300° = 0.5 s = sin300 = – 0.086603 
ТЕЛ 4.12 PERG), ТИК ЕЗЕРЕ 
2.5625 ~- 4.2941 4.3301 -2.5625 4.2941 4,3301 "2 
7.5208 2.5 4.2941 -7.5208 2.5 va 


40 -4.591 -2.5 200 8; 
250 000 
2.5625 -4.7944 = 4.3301] | u3 
7.5208 -2.5 | |ә 
400 (9; 


(a) 


ЗАВІВ МОЕ 2 КП И ЕЕ Е КАШАА иіс ui = wa= v3=0, 得 到 用 于 


3 8-5 Ek RI E EZ B) З ЕДЕ ЗЕ БЕ, 48 ЕН БЕН 285 


400 0 -5 200 91/0 - 1(10)5 
12.5625 - 4.2941 4.3301 4.3301| |н; 0 
250 000 7.6042 -2.5 2.5 |4 4 - 500 
对 称 800 200 8; 1(10)° 
400 8; 0 


求解 方程 组 (b), 得 到 节点 位 移 的 结果 ， 


(b) 
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8, = 1.54936(10) "3 
82 ~ 1,57457(10) `š 
тур= $- 4.06005(10) š (с) 
ГА 9.97222(10) 1 
8, - 4,56194(10)7% 
将 上 述 位 称 代 入 题 4.12 中 的 式 (a), 并 加 上 等 价 的 节点 荷载 , 得 到 相应 于 单元 1 的 解 : 
10 9 0 -10 0 0 0 
9 0.083333 5 0 -0.083333 5 9 
250 000 5 40 0 -5 200| ] - 1.54936(10) 7° 
-10 0 0 10 0 0 ||- 1.57457(10) 2 
D -0.08332 -5 0 0.083333 ~ 5 | |. 4.06005(10) 2 
0 5 хо 0 _ 5 400 9.97222(10) `“ 
3935.6 0 3935.6 N 
- 605.6 5000 4394.6 Vi 
_ J- 100 00 100 000 | _ 0 _ JM, (4) 
© | 2935.6 | 0 | -3935.6 Í ім, 
605.6 5000 5605 .6 у, 
27 329.2 — 100 000 — 72 670.8 М, 
类 似 的 , IHJ E R 69 (аз ТЖ, АЕ ET? 上 节点 2 和 节点 3 处 的 反 必 有 町 力 的 结 
Ж, 
2.5625 -4.2941 4.3301 -2.5625 4.2941 4.3301 | |- 1.57457(10) 2 
7.5208 2.5 4,2941 -17.5208 2,5 ~ 4.06005(10) 2 
40 - 4.3301 -2.5 200 9.97222(10) * 
250 000 2.5625 -4,2941 — 4.3301 9 
对 称 7.5208 - 2,5 0 
400 - 4.56194(10)7* 
3935.6 | [0] [3935.96] (N: 
~ 5605.6 0 — 5605.6 V; 
_ 472 670.8 ol J 2670.8 | |М; (е) 
~ 3925.61 |0] 1-3935.6 7 ] N; е 
5605.6 0 5605.6 V, 
0 0 0 м, 
可 以 用 变换 jFiw = [TF АКА 5 TE H H 5648 ARE АЕ ЕРЕН 4.12 中 
HAW. 
补充 习题 


4.15 利用 起 (4.1) 确 定 的 微分 方程 ,求解 如 图 4-15 所 示 固 定 梁 的 剪 切 力 和 力 撼 的 反 必 用 力 ， 
y 


4-15 在 z= 工 处 施加 旋 度 9。 


4.16 ”利用 式 (4.1) 确 定 的 微分 方程 ,求解 如 图 4-16 ЫН РИЯ ЛЕНІ Ж. 
4.17 验证 表 4-1 给 出 的 圈定 梁 的 等 价 荷载 . 
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P7: 
R Í №, 


B 4-16 在 z= 工 处 施加 位 移 
4.18 计算 如 图 4-17 {ЖЕ ЕТЕШ ЛЗ. 


A ДУЛ BA? THE 
| L | 21. 
图 4-17 
4.19 计算 如 图 4-18 所 示 梁 的 反作用 力 . 
S0DDIb 5000 Ib 
3000168 
кез 
үк, ËR, IR. L. l. 
SR | s R | 5 ñ | s ñ R, 10 R В, юа | 
E = 2%(1йубры, T= 1500 int Е = 29(10)° psi, /= 1500 im 
图 4-18 图 4-19 
429 计算 如 图 4-19 所 示 梁 的 反作用 力 . 
4.21 计算 如 图 4-20 АБЕН Р. 
1200 1b/ft 1200 Ifi 
С 1 
| А А 
小 108 4- 108 L 4 ` 
Ry A, 106 А, 10 ft 
E=29(10) psi, 1- 1500 іт Е =29(10 psi, 7= 1500 т“ 
ІҢ 4-20 图 4-21 


4.22 WAMA 4-21 所 示 梁 的 反作用 力 . 

4.23 证明 题 4.3 中 计算 得 到 的 等 价 节点 荷载 和 表 4-1 中 列 出 的 均匀 变化 外 力 荷 载 可 以 由 题 4,10 中 的 势能 
KEARE. 

4.24 设 某 深 有 限 单元 的 长 度 为 工 , 试 推导 其 形状 机 数 . 设 三 次 多 项 式 的 形式 为 

vlr} = аа t арр + аз? + ахх? 

满足 边界 条 件 (0) = 0, (0) = 0, v (0 =0 A о (L)=0O. 

4.25 4-22 ЖЕЛЕ Ж АЕ 21/3 处 受到 轴 向 力 的 作用 ,采用 题 4.11 锥 导出 的 有 限 苑 方法 计算 洛 轴 向 的 
БЕШ Л. 


2:Л Lñ 


ІҢ 4-22 


104. 
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4.26 对 洪 的 横向 荷载 问题 ,推导 从 人 7} 局 部 坐标 系 到 (x , y} 整 体 治标 系 的 变换 形式 . 
427 设 题 4.13 满 尼 另 外 的 边界 条 件 u= оз-0, 试 重 新 解决 该 问题 . 


4.28 如 图 4-23 所 未 的 机 架 铺 档 , ТЕН УЖ А MD 处 的 反攻 用 力 以 及 节点 吾 和 C 处 的 旋 谭 . 设 对 所 有 单 
328 E= 29х10 psi, 1 = 1800 int 和 上 =20inz， 


s ft үе» 


B С 


Е = 2910)ёреі, 7 180010 4 = 202 


E 4-23 


4.29 如 图 4-24 АРТЕ, ARA A.C Hi D 处 的 反作用 力 以 及 节点 4. 有 BC 和 万 处 的 旋 度 ,并 
HW REK Ср 处 的 水 平 位 移 , 设 对 所 有 单元 有 已 =29x1t0spst,J= 1800in ЖП А =201п^. 


1200 lb/ft 


158 


| 10 ft | 209 | 


Е = 29010) рэі, 1- 1800 іп* А = 20102 


图 4-24 


4.30 ШІН 4-25 所 示 的 棕 架 结构 ,计算 节点 A АЈБ Е 2 ЕЛАН ЖЫ. БИН ШІН Е-29 
х 10psi, 7 = 1800 іп fll À = 20in2. 


120018 


юй 


р 


5# | 5й 14 ñ 101 


Е= 29 х (10)psg,, I = 18004, А = 20? 
4-25 


ж ы ы 
М М М 

к= = = 
= © ч 


+ 
ty 
ы 


ы 
b 
ф- 


4.25 


4.26 


4.27 


4.28 


4,29 


ЯШ RAHE EKARTE 
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补充 习题 答案 


М,=2Е10,71., M. =4ET0,/ L, Ri = 6EF10,/ L°, R, =6EI0,/ L2. 
Mi = M; = 6E1u;/ L°, Ri = Ез = 12ETo,/ 1.3. 

Ma = Mc = 0, Ms = ~ 3012/70 6л A -B E), Ел = 322.472, Вв 81ш1/144, Re - 
– 310],144, бд = - SwL /144EF1, Өв = wl WEL, ёс = — wL NEI, Va = Vas = Ve = 0. 
Ma = 5360 ft-lb, Ma = ~ 8040 ft'jb( 作 用 在 单元 A ~ B E), R, = 2230 lb, Rp = 6070 Ih, Re = 1700 lb, 
8д-0,0- -1.48 x1075, gc = 5.91 x10 5. 
МА = 2500 ft-lb, Ma = ~ 12 500ft'lb( 作 用 在 单元 А-В E), Me = -22 5S00F:1b, R, = 1500 ib, Ra = 
15 0001Ь, Re = 13 500 由, 名 = —4.14<x10 5. 
Е, = 6000 ТЬ, Ra = 6000 lb, Mg =0, 8a = - 1.655 xX 1077, fg = 8o =1.655x10 3, oc = 0. 1986 їп. 
Ma = Mc = 0, Мр = — 15 000 Е-ЬОЕНМЕҢО А-В E), Ка = Rc = 4500 lb, Rs = 15 000 lb, 8, = 
~ c= —8.28x10 3. Bs = 0. 


计算 Ие ше/І біт, ОВГА 由 题 4.10 式 (g) 给 出 . 


代入 边界 条 件 : 
+40) =, = ар 
viL} =m, = agt alL + аҙ + аз 
v (0) =A = а 
u (L) =f = a) + al + Заз? 
求 得 其 中 的 系数 为 
atm ah а ха иә) _ Е fa as = an uz) А 456 


整理 并 将 w(x) 写 为 矩阵 形式 ¿(z)= [N11vi ,得 到 与 题 4.9 相间 约 [N]. 
从 这 个 梁 有 限 元 的 应 用 中 可 以 解 出 轴 疝 形变 和 横向 形变 , 并 可 以 从 题 4,11 中 的 式 (a) 得 到 其 结果 .局 
部 单元 刚度 矩阵 是 


a dah G FL e 


EA RRI ЕЕ 


из 
-3 


边界 条 件 是 w= xua=0. 将 刚度 方程 简化 为 一 个 方程 可 以 解 得 из = -2РІ./9АЕ Жа, 代入 局 部 单元 
刚度 方程 得 到 N. = P/3 和 Ni=2P/A3, 其 方向 均 向 右 . 


参见 题 4.10 中 的 式 (c). ват [ыма .将 题 4.12 中 的 式 (e) 代入 ,得 
L ñ 

[туут ае, ВИА ЖО CT мачева. 
ЖЛЕ ЗЕ Eh R 2 T s Ë y 05 8 Sr 21 S MAET, ЭЕ НАКУ ВРЮ Е УГ 计算 结果 
是 М, = 150 000m-1b, V, = 6250 Ib # У, = 3750 lb. 
Ma = – 9990ft-1b, Ms = 27 340 ft"lb( 作 用 在 单元 B-C E). Me = -22 540 t: bET B-C 
E), Mp =14 780 |b; ЕБІН e fE ШЇ 1 Ya = 15 240 ib, Vp = 4760 1Ь; K Er ЕЕ ЛЕН H, = 
Hp = 1870 lb; ĝa = Bp =0, ёв= -4.787х1077,6:-<2,141Х1074. 
Ma= Ме= Мь=0, Ms = 37 520 ft.tbt 作 用 在 单元 B - C Б): ЕЗИ ЕЕН М, = - 3750 lb, 


Ус = 10 120 ib, Ур = 17 630 1Ь;8д -1.296х107%,0, <р = -3.906Х10 *, 8e = 7.812 x 10 1; KEF 
癌 的 位 移 sp = -0.0703 in ис-0. 


-106 - # W x > Ur 


4.30 M, = Мь=0, My = -108 960 tb FRERET R -C E), Me = 94 400 it'lb( EREET B - C L), 
У = 17 370 lb, Vp = 9450 lb, ĝa = -4.187x 40 3.05 = — 2.246 107°, fp = 2.438 x 1077, Ap = 4.279 
Х1073,шд- -0.90 іп. 


жж 变 分 原理 , 伽 辽 人 金 通 近 和 偏 微 分 方程 


在 前 面 的 章节 中 , 由 基本 单元 和 问题 的 公式 化 以 及 数学 物理 和 工程 上 的 基本 方程 ,使 用 有 
限 元 法 对 分 析 的 基本 数 什 方 法 进行 了 讨论 .在 本 章 中 将 展现 变 分 原理 的 -个 较为 基本 的 发 展 ， 
对 于 那些 熟悉 变 分 原理 的 数学 结构 而 不 熟悉 在 有 限 元 应 用 的 读者 将 能 发 现在 应 用 方面 上 的 一 
些 详 细 的 例子 . 面 对 于 那些 不 熟悉 活 画 分 析 和 矢量 空间 数学 知识 的 读者 , 这 些 例子 将 要 把 数学 
概念 转换 成 更 为 有 意义 的 应 用 情形 .无 论 对 哪 : -种 情况 在 参考 文献 中 都 给 出 了 儿 个 可 作为 畏 
动 读物 的 参考 书目 ， 

在 本 章 中 强调 介绍 数值 分 析 中 的 期 辽 爹 方法. 说明 数 学 方法 的 例子 将 帮助 读者 理解 有 关 
加 积 残 量 法 的 概念 ,详尽 的 例子 被 用 来 说 明 仍 辽 金 方法 在 导出 局 部 刚度 算 阵 的 应用 ,对 有 限 元 
分 析 来 说 ,期 辽 金 方法 是 一 个 出 变 分 法 更 为 有 力 的 工具 , 国 为 几乎 所 有 的 用 - -个 或 多 个 微分 方 
程 的 物理 问题 都 可 以 用 此 方法 模拟 . 变 分 原理 不 是 对 所 有 的 物理 问题 存在 , 然而 通过 那些 证 明 
变 分 公式 存在 或 不 存在 的 数学 结果 ,分 析 者 可 以 了 解 到 比 从 匣 辽 念 法 那里 得 到 的 更 多 问题 的 
基本 数学 结构 ， 

在 桔 章 中 有 限 元 方法 将 要 扩展 到 解 精 合 偏 微分 方程 组 的 情形 ,由 于 关于 位 移 的 有 限 单元 
在 两 个 独立 的 方向 被 导出 , 因此 第 三 章 的 弹性 方程 就 是 一 个 看 合 问题 的 例子 .在 数学 物理 领域 
中 存在 多 种 这 样 的 间 题 .本章 中 有 足够 的 例子 以 使 读者 能 够 对 任何 情形 下 都 能 推导 其 有 限 元 . 
在 这 里 将 要 讨论 初 值 问题 ,但 是 有 关 它 们 的 数 信和 解 将 在 第 七 章 中 报 述 . 本章 将 使 用 下 标 张 量 记 
号 ,不 熟悉 此 记号 的 读者 能 在 第 一 章 中 找到 有 关 的 简要 概述 . 


5.2 ФИН 


关于 变 分 原理 的 更 为 抽象 的 数学 表述 可 表示 为 
Јби) = [u, Au lo~ 21и, fla (5.1) 
其 中 A Ж—1 ВЕ Я-Т, f Ж Q 中 的 已 知 矢量 , u 是 未 知 矢 量 . 标 记 [, ] 表示 一 
个 内 积 并 可 以 认为 具有 与 矢量 分 析 中 内 积 或 数量 积 相似 的 性 质 ,括号 中 相 乘 的 项 给 出 一 个 数 
量 结果 .此 外 , 在 式 (5.1) 中 ,记号 能 够 理解 为 在 区 域 几 内 一 个 体积 上 的 积分 ， 
算 子 A 和 矢量 f 与 定义 了 边 值 间 题 
Au = 0 Е) (5.2) 
变 分 微 积分 的 一 个 基本 概念 是 式 (5.1) 的 最 小 值 u 就 是 式 (5.2) 的 解 .这些 相 当 基 本 的 思想 与 
泛 浮 分 析 和 矢量 空间 理论 都 是 相 联 系 的 ,并 且 有 几 种 条 件 可 以 作用 于 它们 之 上 .在 本 书 中 , 重 
点 是 放 在 抽象 概念 的 解释 和 变 分 原理 的 构造 上 ， 
如 果 没 有 一 组 边界 条 件 , 那么 式 (5,2) 是 不 完全 的 .边界 条 件 可 以 写成 


Си = gE ӘП) (5.3) 
Rh C 是 一 算 子 , u 蚌 未 知 矢量 ,县 „ 是 一 组 给 定量 (边界 条 件 ), 式 (5.1) 可 以 扩展 成 
Ји) = [u , Aula - 24. fla + Tu, Сао — 2[ н, g lsa (5.4) 


并 且 包 括 在 变 分 原理 定义 范围 之 内 的 边界 条 件 . 
由 式 (5.1) 所 表示 的 基本 叙述 对 于 边界 齐 次 条 件 来 说 是 有 效 的 , 而 式 (5.4) 对 寸 非 齐 次 边 
界 条 件 是 有 效 的 .通常 将 式 (5.1) 括 号 中 的 第 一 项 写成 一 般 的 形式 [wu, Avl AP u 和 w 定义 
在 一 个 所 谓 的 矢量 空间 之 中 , 此 项 称 为 双 线 性 影射 , 并 且 必须 满足 特定 的 数学 要 求 ( 见 Reddy, 
1986) . 算 子 A 称 为 式 对 称 的 ,如果 
Lu, Avla = [v, Aula = [ Ан, vla (5.5) 


4108: 


有 限 元 分 析 


由 式 ($.5) 定 义 的 对 称 算 子 并 不 意味 乔 在 证 阵 分 析 和 叙述 中 的 一 个 对 称 和 矩阵, TIT A 的 伴随 算 
子 记 为 4" ,并 在 下 面 的 叙述 中 定义. 若 | 
[u, Avla = [A* u,v)n = Г(ә,А“ч1, (5.ба) 
对 芽 齐 次 边界 条 件 或 
[а, Ае]. = [v, A u] t Dntv,u) (5.6b) 
那么 A“ 称 为 A 的 伴随 算 子 ,其 中 и то 定义 在 同 .- 个 矢量 空间 之 中 , 并 且 Q 表示 空间 的 定 
义 域 , Рә u,v) 表 示 可 能 的 边界 条 件 . 若 A = A* MAT A 就 称 为 式 自 伴随 的 ， 
由 式 (5.5) 定 义 的 对 和 萄 性 应 用 到 式 (5.1) 就 隐 合 着 一 个 简单 的 美 系 [ux, Ан =[ Ан, и]. 
и 表示 多 于 一 个 的 场 变量 时 , 应 表示 为 
[а Аџи | = [u Аш, 《重复 标 不 求 和 ) (5.7) 
自 伴随 算 子 的 概念 依赖 于 双 线 性 影射 的 形式 . 与 一 个 常 微分 方程 (例如 像 第 二 章 中 的 那些 方 
程 ) 相 联系 的 一般 形式 为 


ШЕ 


而 ， 


[p.q] = [все а(х) а (5.8) 
НУ ТАЈАН ЖЇНЇ AY АХ ЖОЕ В AS АЕ Ж.Д (5.8) 12 Е у 
[p,q] = [ [2 асе, Өгей (5.9) 


并 用 空间 维 数 可 以 表示 一 ，- 和 三 维 . 式 (5.5) 一 (5.7) 依 赖 于 双 线 性 影射 的 定义 .对 时 间 有 -- 
阶 (或 其 他 奇数 阶 ) 导 数 的 微分 方程 ,关于 式 (5.9) 的 双 线性 形式 上 不 是 自 伴随 的 . Reddy 
(1975) 和 Oden 与 Reddy(1976) 已 经 证 明 , 热 传导 类 型 的 方程 (对 时 间 有 一 阶 导数 的 初 值 问题 ) 
关于 双 线 性 形式 上 是 自 伴随 的 . 


[p.q] = | [рсе асе, е = dade (5.10) 


热传导 类 型 的 初 值 问题 可 以 用 一 个 在 对 和 角 线 上 的 时 间 导 数 的 算 子 [ 式 (5.2)? 的 形式 ] 和 初 值 条 
件 来 描述 . 

对 于 能 够 归 类 于 一 个 具有 时 间 导 数 初 值 问题 的 物理 情形 , 如 果 时 间 导 数 不 能 放 于 算 子 的 
对 前 线 上 或 在 计算 区 域内 不 能 对 称 放置 ,那么 它 关 于 式 (5.10) 的 双 线 性 影射 方面 就 不 是 自 伴 
随 的 .描述 与 时 间 相关 的 热电 偶 对 的 方程 就 是 一 个 例子 . Gurtin(1967) 在 研究 线性 粘 弹 性 时 第 
一 次 使 用 了 双 线 性 影射 的 卷 积 类 型 ,因此 相应 的 变 分 原理 就 称 为 Сигип ЖИІЛЕДІ Ж 
让 在 粘 弹 性 领域 之 外 也 被 广泛 应 用 [ 见 Oden 与 Reddy(1976) 以 及 参考 文献 ] IE ranu i aE 
换 可 定义 卷 积 双 线 性 影射 为 


ІІ, 41- рсе, асе, -zjdzdr = [p * q] (5.11) 


RPL Upe) = plr, t) B L Hg (5) = (х, 0). 

使 用 式 (5.1) 或 式 (5.4) 导 出 的 变 分 原理 是 一 个 所 有 场 变 量 的 函数 .然而 它 虽 然 是 一 个 合 
适 的 变 分 函数 , 但 它 不 适合 有 限 元 分 析 , 从 基本 的 或 一 般 的 函数 可 以 导出 另外 的 变 分 函数 , 并 
且 被 称 为 扩展 的 变 分 原理 .通过 假设 一 个 或 多 个 控制 方程 和 边界 条 件 完 全 满足 ( 见 题 5.5) 就 
能 得 到 扩展 原理 ， 


5.3 Galerkin 逼近 


通 近 分 析 中 Galerkin 方法 可 归 类 为 一 种 加 权 余 量 法 . 它 是 建立 在 微分 方程 的 -. 个 假设 的 
近似 解 基础 上 的 . 由 于 假设 的 是 一 种 近似 , 因此 微分 方程 将 不 能 被 满足 , 并 且 在 解 中 存在 一 个 
误差 .然后 对 此 误差 ( 残 差 ) 求 关于 某 些 参 数 的 最 优 , 则 这 个 最 优化 过 程 就 称 为 加 权 余 量 法 . 假 
设 一 个 微分 方程 ,例如 第 二 章 中 的 热传导 方程 ,能 假设 其 解 Th 为 


1% azr? i е (5.12) 


Ты = an H аут + азт 


яны AAR, {ШТ ФЕ PO E 
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其 中 a, 是 未 知 常数 .假定 的 解 必须 满足 边界 条 件 , 并且 由 此 得 到 式 (5.12) 中 含有 的 末 知 量 数 
比 边 界 条 件数 必须 至 少 多 一 个 .用 有 限 元 分 析 这 一 要 求 容易 满足 .将 热传导 方程 的 精确 解 定义 
为 T, r Ху TR. 则 误差 或 残 差 R 就 是 这 两 者 的 差 


R = T - Tk (5.13) 
加 权 残 差 法 要 求 使 用 下 面 的 蕉 则 计算 式 45.12) 中 的 未 和 扼 基 
КӘНЕ = 0 (5.14) 


EREET е, (ӘЖ R(x,a,) 之 闻 存 在 着 -一 对 应 , B. 0 表示 问题 的 定义 域 . Galerkin 法 
要 求 每 个 w, 是 一 个 铁 式 (5,12) 中 对 应 a, 相 乘 的 函数 . 当 使 用 有 限 元 分 析 Galerkin 法 时 , 在 式 
(5.12) 中 假定 的 应 数 是 形状 葡 数 .可 以 证 明 Galerkin 法 和 变 分 原理 可 导出 相等 的 公式 .显然 ， 
由 于 Galerkin 法 是 十 分 强大 的 , 因为 它 能 够 应 用 于 那些 不 存在 变 分 公式 化 的 物理 问题 . 

一 旦 读者 掌握 了 Galerkin 法 推导 微分 方程 的 有 限 元 模型 的 技术 ,就 可 以 显示 出 Galerkin 
法 比 变 分 方法 优越 .这 有 段 话 并 不 是 试图 说 明 哪 一 个 更 好 , 但 惩 当 对 某 种 数值 分 析 两 种 方法 都 可 
用 时 , 它们 提 作 了 对 每 一 种 方法 的 检验 .每 一 种 方法 都 有 其 相对 的 优点 .例如 , 当 由 变 分 图 数 开 
始 时 ,第 三 章 中 的 变换 矩阵 的 推导 更 明确 -- 些 . 另 一 方面 , 对 于 在 每 个 有 限 单元 结 点 上 有 有 了 两 个 
自由 度 的 问题 , 可 以 对 每 一 个 自由 度 使 用 不 同 的 形状 消 数 进行 模拟 ,同时 当 使 用 Galerkin 法 时 
推导 过 程 将 更 加 明确 . 


5.4 联 立 偏 微分 方程 


第 三 章 中 的 弹性 问题 是 联 立 偏 微分 方程 的 例子 .其 中 含有 两 个 末 知 位 移 , 且 相 开 依赖 .在 
相应 的 有 限 元 公式 化 过 程 中 , 在 每 个 结 点 上 存在 必须 同时 求解 的 两 个 自由 度 ,在 工程 和 物理 领 
域 中 必须 用 数值 手段 进行 研究 的 大 多 数 问题 都 有 联 立 的 变 蕊 .物质 扩散 的 联 立 碌 理 在 题 
5.14—5.16 中 分 析 . 稳 定 状 态 的 热 弹性 问题 在 题 5.17 一 5.18 中 讨论 , 其 中 因为 稳定 状态 的 很 
W. 热 作 用 和 力学 位 移 作 用 没有 联 立 . 位 移 与 温度 有 关 , 但 是 温 虚 与 位 移 和 拖 奥 力 边 界 负载 无 
关 , 然 而 ,为 简单 起 见 将 问题 看 或 是 : -个 联 立 问 题 进行 公式 推导 , 并 且 使 用 单 -- 的 有 限 元 公式 
化 计算 未 知 温度 和 位 移 , 完全 耦 合 的 热 漳 性 问题 是 与 时 间 相 关 的 并 在 题 5.8 中 讨论 ,控制 材料 
上 的 电 和 位 移 作 用 的 原理 称 作 压 电学 . 这 个 原理 是 完全 联 立 的 并 在 题 5.19 中 讨论 . 


5.5 初 值 问题 


有 两 种 基本 类 型 的 初 值 问题 .不 稳定 热传导 就 是 在 公式 中 只 含有 时 间 一 阶 导数 的 问题 的 
例子 ,含有 时 间 二 阶 导数 的 动力 学 问题 构成 了 第 二 种 类 再 ,其 中 控制 动力 弹性 的 方程 是 一 个 例 
子 . 根 据 公式 , 热 弹性 理论 是 动力 弹性 静 力 的 ,但 是 结合 到 公式 的 能 量 部 分 中 的 时 间 一 阶 导数 . 
动力 热 弹 性 可 以 控制 自由 震动 或 有 热传导 作用 的 波 的 传播 .独立 于 弹性 位 移 的 具有 热传导 作 
用 的 稳定 状态 的 热 弹 性 应 是 一 个 基本 的 情况 .当然 ,稳定 状态 的 热 弹性 不 是 - -个 初 值 问题 ， 


例题 详解 


51 假设 一 组 抽象 方程 
Anu, + Au = fi 
Али + Apu: = f, 
并 将 这 些 方程 与 式 (5.1) 和 (5.2) 联 系 . 
Қ EF 式 (5. 人 2 的 算 子 为 


к Ар 
А = 
An Аша 
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ARTA 


5.3 


5.4 


ЖЕ а іа вур fath. (5 ЗЕН 


_ An Ар ні | 
Jiu) = (ау А" А ава ац 


ТЕ Ж ЙГ THE TERRE ЕВЕ E 29 
Апи + Ana] ou a ІШ 
Ази + Азај ! ? Рә 
E IL PJ E АНЯ ЕЕ ЕАН, EHA. DEISH H 

J(u) = [ua Аца] + [ui Ахи] + [un Ayu + Ги, Аъ] 一 2[ ин, fr! т 214», fal (a) 
根据 题 5.1 所 得 的 结果 讨论 对 称 性 . 
Ж EF (5.7 5.1 的 {a) 知 , 算 于 让 的 对 称 性 意味 着 [Azw2]=[u2, Anu RARA 
5.1 中 的 式 (a} 则 可 消去 А, Bl 

и) = [u Аун] + 2[ м1, Au] + [uy Anua] - 216. Al- 2 ua, Р] 

Fila, ETIN Elu, ТЕГТЕР 
用 题 5.2 中 的 抽象 方程 的 属 式 往 导 一 维稳 定 热传导 的 变 分 原理 . 
ЖШ FE 式 (2. 急 和 (2.10) 给 出 了 一 维 恒定 热传导 方程 .并 可 写 为 


J(u) = іы i 


dq _ dT _ 
dr Q 和 qtk dz ~ 0 
由 下 而 的 定名 可 将 方程 写成 式 ($.2) 的 形式 
Ü ағаз 
А = g d/dz - үй (а) 


并 有 是 w=}T 4111-19 0 由 题 5.1 的 步 又 可 建立 变 分 函数 为 
0 аат ГТ Q 
Ка) = iT dl jj-alr 442) 


- didx -і 
ЖЕСІН 
` 
уе) = [ri - [aE] . [at] -21т, Qla (b) 
如 同 在 题 5.2 中 的 讨论 的 那样 ,对 称 性 意味 着 
4 ат 
kal =- [ат], Б) 


J fE R НЗ] ДЫК RIT, HS Tule), бе 3% Ал Уа МЖС (5.1})&Ж.1 {ШИЯ 
ЖЕШ = АШ п, Н ОАО L БАЕР НН] 
d d _ rr, dalr} 
ЕКЕНІ = |, Tü) гру dr 
由 分 部 积分 的 


L L 
(| - “| -| 至 ar =- [a8], (4) 
在 0 f L 上 的 均 色 边 界 条 件 使 得 式 (由 中 的 边界 项 为 堆 . 武 (四 给 出 与 起 (fc) 相 同 的 结果 ,并 且 当 与 时 间 
无 关 时 , 则 在 由 式 (5.8) 或 式 (5.9) 定 义 的 影射 的 意义 上 此 问题 是 自 伴随 的 .注意 由 式 (a) 定 义 的 算 子 A 
是 自 伴随 的 . 式 (qd) 显示 其 自身 的 一 阶 导数 并 不 是 自 伴随 的 ， 
一 个 更 一 般 的 概念 使 用 了 散 庆 后 盟 (高 斯 消去 原理 ) 并 丹 证 明了 在 上 包含 有 按 界 条 件 ERR 
中 讨论 的 散 度 原理 , 并且 当 把 在 这 里 使 用 的 记号 应 出 到 项 [全 ,dg /dz ] 时 ,得 到 下 面 的 结果 


ш) =al AE] [e] 27, Ф + IT, ml (©) 
其 中 нда, 定义 的 表面 (有 边界 流 作用 的 表面 ) 上 的 外 法 矢量 . 式 (b) 可 以 写成 如 下 形式 
Ja)=-2 a r = [art] - 2T, Qia + т, (0 


ПЕТЕ 5.3 "НН ЕК EA FE EJ F y ШОН. 
EO ке ЕН 5.3 hip ЖЛЕ ОШ ЕШШ uT 4) ШИ ау (а) ди) = 0 4 ҮНІ 
W 97(4)/8Т7 -0ЖІ4/(4)/44-0, ТАР ER Та B 5.3 中 的 式 ( 们 可 以 写成 相似 的 积分 形式 


第 五 之 变 和 外 原理 , 徊 辽 金 玩 近 和 篇 微分 方程 
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5.5 


5.6 


лә) -f -2447 - 4 -2та|ат+[ Tomda (a) 
И Я 
aktu) = А -2%Т 2 4-| дах = 0 (b) 
括 弧 中 的 项 等 于 
Ë dI +4=0 


由 此 式 可 得 到 式 (a) 给 出 的 函数 关于 时 间 的 变化 ,或 者 用 散 度 原理 消 掉 dT/dz .回想 一 下 题 5.3 中 的 式 
{e) 并 代入 到 上 面 的 式 (a) 可 得 到 


Jo) = | (27 $8 - É ото) аа (ә) 
和 
au) = [0297 -2Q]aTa= = 0 (d) 
Ж}, KEME ЛДЕ Es ШЇ Jr 
d Q= 


证 明 第 二 章 中 用 来 推导 有 限 元 模型 的 变 分 酒 数 ,能 驶 通过 扩展 由 题 5.3 PORAH 
的 变 分 原理 得 到 . 
解 zr 第 一 章 中 的 变 分 函数 是 题 5.3 中 式 ([} 的 特殊 情况 , 并 且 常 被 称 为 扩展 的 变 分 原理 .未 知 函 
数 是 温度 T 和 热流 9, 同 时 希望 消去 g. 假 设 控制 方程 = -tdT/dx ) 完 全 满足 并 被 代入 到 式 (f) 有 
出 的 第 一 和 第 二 项 ， 


_ 2pl dT aT] _ [aT dT _ 
д) 2087,9 Ë атр 217,018 517, фа 


Қи) = [21,41] ит, Qla + CT, аа, (а) 


式 (3) 等 价 于 由 式 (2.23) 给 出 的 积分 形式 .关于 Т 的 变化 将 得 到 控制 微分 方程 .此 外 ,使 用 本 章 的 方法 
构造 变 分 原理 还 可 以 得 到 有 关 边 疆 条 件 的 信息 .使 用 散 度 原理 可 导出 流 上 的 边界 条 件 . 当然 ,在 上 
也 有 边界 条 件 , 关 于 此 类 边界 条 件 的 将 在 后 面 的 例题 中 讨论 . 

证 明 第 二 章 中 定义 了 具有 对 流 项 的 物质 输 运 方程 ,关于 式 (5.8}) 的 双 线 性 影射 不 是 自 伴 
随 的 . 


W бе 使 用 式 (2.16) 和 (2,17) 构 造 相 似 主 式 (5.1) 的 方程 ; 


Ја) = 1C п иы ИЛЕ |") (а) 
由 此 得 
по -[екс t] [ей], Al ДЫ лань ы 


ЖЕ ЖЕНА 5.3 中 的 式 (e) 那 样 ,可 以 证 明 对 于 非 对 角 元 素 满足 对 称 性 ， 
[区 cam 
式 (b) 中 括 弧 中 的 首 项 不 满足 基本 的 判别 式 , 并 可 写成 两 部 分 
[C,K,C]n + [cust] (c) 


则 , 式 (c) 中 的 首 项 满足 式 (5.7). 但 是 第 二 项 可 以 像 题 5.3 的 式 (d) 那 样 进 行 分 部 积分 , 并 可 以 证 明 此 
项 对 守 均 匀 的 边界 条 位 不 是 自 伴 随 的 ， 


| 
(с, а 094, (Да са. - “ar КЫЫ Cu бт a (4) 


(OAH, 若 使 用 Rayisigh-Ritz 方法 , 式 (2.24) 中 的 项 Си (4С/4х у а. Яо ЕЖЕН 
数 , 然 而 , 式 (2.24) 被 用 来 成 功 的 导出 了 一 个 局 部 有 限 单元 ,并且 在 间 题 5.13 中 可 以 显示 此 局部 有 限 
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有 限 元 分 析 


5.7 


5.8 


单元 是 正确 的 ,因此 从 这 个 事实 观点 米 说 式 {2.24) 关 于 除去 式 (5.8) 的 某 些 双 线 性 影射 是 自 伴随 的 ， 
ЕБАЗЕЛЖЕН АН TIEL SESA 


G; + f. =Ü б б,» ізе ) (а) 
°; = T (ui, +u) (b) 
о; - Сумен (c) 
EF о, є, #0 ш, ЕЛУ, ЛЕЛЕ З ЖЕЛЕ Re u ol k BI Л]. 
ч=п, Жди 上 和 ts бп, = r, жа: 上 (а) 
E EF 使 用 式 (5.4) 推 导 一 个 包含 边界 荣 件 的 一 般 的 变 分 原理 .根据 位 移 得 到 一 个 适合 于 有 限 元 分 
析 的 扩展 的 变 分 原理 . 
定义 式 (5.4) 的 矢量 为 
Іні = fn, Egi бүз Win id (e) 
式 (5.4) 中 的 了 和 g 项 可 以 写成 一 个 数组 
{fg = 1.0», и, 469) 
Ле ХАҚ МЕН ХЕЛИ БАКУ. EAG.) WT Etu ЕЕ А 
0 0 -L и, £, 
0 Cao, -1 Ey 0 
Ди} = |н\]], -1 0 s, (-21и159 (g) 
D ilja + 
-1 Hiz _ а, 


其 中 上 = 本 (ama/3zi + ma/azxi). 通 过 一 个 年 隆 的 乘法 运算 可 以 得 到 变 分 原理 


Ji(u) - 和 一 КҮЛ + к, Сомен] 一 |e,, 6,1 + Го, Liu М ша 
т [os -2[u, falta 
= Газ, Јо = [n.u] — 2615, + 2Et,s ta, Tan (h) 
ЖЕҢ Green-Gauss RE RH AM, 为 
т [us Tm, 1 = Lam, g: Sw Та = Ги, tm lar (1) 


并 与 式 (b) 中 的 第 四 项 和 按 界 条 件 合并 , 得 到 
Jalu) = ИЕР (ш, + a)l + [е,,, Сы] _ 2Га,, еі - lums fn lin 


-Afus tlas + (2.20; = i Jou G) 
通过 假设 式 (b), {c) 和 {4d} 中 的 第 一 式 完全 成 立 , ЯН ТАМ Жан, Жары RUI 
到 扩展 的 变 分 原理 

Ja) = [ey Cagu |a — 2[u,, fila ~ 204. tilas + ің, ш] (k) 
由 子 и, 是 作为 常量 或 零 作用 在 边界 3w 上 ,因此 关子 u 的 变化 应 为 零 , 这 样 就 可 以 消去 最 后 一 项 .可 
以 将 式 (k} 与 式 (3.131 和 在 第 三 章 导 出 的 有 关 二 维 弹 性 的 方程 散 一 出 较 . 由 式 (t 可 以 得 到 局 祥 的 结 
果 . 
在 下 面 使 用 有 时 在 连续 力学 中 过 到 的 符号 ( 见 Nickell 和 Sackman, 1968), 给 出 了 与 时 间 

相关 热传导 的 热 弹性 方程 .推导 对 应 这 些 方程 的 变 分 原理 . 


Ж къ 弹性 ， 
S tf, =Q s,= d із (a) 
ғ,- КЕСУ + ш.) (b) 
б; = Сыты 一 #0, (с) 
热传导 ; 


а 
а. + pro = r (4) 


5.9 


5.10 


жне EARE, MAMM AA E 
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ал--%4д; = T- Tao (e) 
PTon = єй – 2,2, (D 
AFR 926 Ж 
н, u fE ди 上 fi = бұл, = nE a: 上 (g) 
86=8 在 09 上 — Q = qi = Q #EƏQ k. (h) 
ult = 0) =0 和 (2 = 0) = To (i) 


КО КЖ А Ж ИШЕНЕ НАНА Е 7,06 ЖЕК (=) ЕЛ Ші p КАЕ 
前 面 定 义 . 
СКАЗ (а): 
28 є; 


с ə 一 88, а: +. = ғ (0) 

可 将 控制 方程 用 试 (5.2) 给 出 的 算 子 格式 表示 , JF НАРЫН, ЕЖ ИНЕ, (5.1) 

或 起 (5.4) 所 要 求 的 对 称 性 并 不 存在 .由 式 (5.11) 的 卷 积 冯 线 性 影射 可 推导 出 一 个 变 分 原理 . 式 ( 门 中 
的 寺 间 导数 可 通过 Laplace 变换 消去 ,代入 初 始 条 件 , 并 转化 就 得 到 方程 由 改 后 的 形式 ， 

[2 = Tal- Bley- s (0)] - g" q. = gr (k) 


其 中 由 式 ( 让 的 第 一 式 知 e,(0)=0 且 g = (г) 1 ТӘЛЕИЛЕШ а ЕЕ НЕДЕ S R B sU 
为 


інші = Та ва, ts iu, 1,0, О] 
Н. 
Рві = 17,0,0,0,47- + «То = ug” Q, -g8 
EER - (с), Ж (е), (g), tb 的 第 一 武 , 和 式 (k) 可 构造 出 算 子 4， 


Ü Ü = L 0 0 
4 Сдан -1 0 -%, 
L -1 Ü Ü 0 
0 9 0 — ge kh; - в" 8/92; 
А-10 – 8, 0 ,:4/Әг, с 
01 0 0 
-1 0 9 9 
оо 0 g“ 
0 0 -ge 0 
Ж L= (a,3/3z, 5343/37,). 如 同 在 前 一 个 例题 讨论 可 得 到 变 分 原理 , 并 可 写 为 
Jita) =1— [unam] + [Сын] — Ге) - [e 96,1 


+ Го; 2-04, %а,,21-Тоҙе,1-!7а/8;4,1- 1479470.) 
- [Beje] + (6797.1 + [9" 8] 21а, ]) -28* [g ° + cTolla 
+ [игы la т Гега Ла, + ЕМ #* Q]so 7 (270791 

- 21441 + 2107.1, - 2[£ ` 0 * Оза >.” 0781» а) 
对 于 联 立 的 热 弹 性 问题 推导 一 个 适合 有 限 元 分 析 的 扩展 变 分 原理 . 
解 EF 参照 题 5.8 并 假设 式 (b), 式 (e) 和 式 (g) 与 (h) 的 第 一 式 成 立 .使 用 Green-Gauss 原理 改变 包 
会 9, j T q BITAN 


一 [sasi la = (нш) Sny а = [а * im Jas 
la" A" qila = – [g*807q a + [gs 8* ©] 
代入 到 题 2.8 KRU: 
Јане G) miley” Самен) + А00) [0> (61-2, + 88] (a) 
~ limfa] - 2[g" 0 *r]- 2[0 * Те} ~ 2[g u" t la~ 2[z ` 0" Ого 
一 维 恒定 状态 下 的 热传导 方程 为 
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eT Q 
dr? Ë f (а) 
假设 边界 条 件 T(0)= ТО.) = 0, ДРЕ НЧА ЖЕНУ 
Т = (д? - zL.) (b) 


假设 一 个 形 如 式 (5.12}) 的 三 项 解 ,使 用 Galerkin 方法 推导 -个 近似 解 . 


М ЕҒ 下面 将 说 明 数 值 分 析 中 的 Galerkin 方法 .假设 一 个 二 阶 方程 的 近似 解 将 得 到 精确 解 , 因为 
上 面 的 式 (b) 本 身 就 导 二 阶 的 ,假设 
Tk = as t аут + аза! 
代入 边界 条 件 得 到 
Т0) =Ü = ao 和 和 
或 evo=0 和 ae= -ar L, WERA 


T(L)= 0 = an+alL+azL: 


， 
Te = a| z -于 | (c) 
代入 到 控制 方程 为 
“Тє Q 
dz? Ë = К 
得 到 
а Q 
2р 2 К (а) 


AFRA- TRAE a1, 因此 只 有 一 个 加 权 残 量 方程 .用 式 (5.14) 表 示 为 


f w(x) Rira )dz = КӨРЕТІН = 0 
п Ü 


f=- 41-2 - Q | dz = 0 
FU REARSET a Ма = ~ QL/24. 特 其 代入 到 式 (c) 可 得 精确 解 式 (b) .使 用 Rayleigh-Ritz 
方法 可 以 得 到 题 2.3 中 的 相同 结果 .如 同 在 前 面 才 述 得 那样 , 当 一 个 问题 的 变 分 原理 存在 的 话 ， 
Raylkigh-Ritz 解 和 Galerkin ЖЕЖ. 
使 用 Galerkin 方法 和 试验 解 

QR = арф ах + az? + ах 


求 在 题 2.1 和 题 2.12 中 分 析 的 钢 案 问 题 的 一 个 近似 解 ， 
解 cF 控制 微分 方程 为 


4 


du ё + =0 (0) = o(L)= O (а) 


Жап ЯН НАҚ 
vr = aalr? rL) + alrt — rL’) (b) 
ЖАБА АН HIRE 
242 + laar’ 一 | £| fax? — zL) + а(х? zL3)] + £ = R 
对 应 式 (5.14) 有 两 个 加 权 方 程 


L H 2 
| (24. + 12а4х? - | £) Last =? - хі) + aalt - 1.3) + EN? 一 =L dx (c) 
L 
|, {2а; + 12442? 一 | 二 | (аза: – zL) í alrt- xl)]+ Eht - ті. убт (а) 
在 积分 之 后 式 (c) 和 (d) 变 为 
1, а 312 БЫА) E 
aal 3 + 307)+ а(- 5 7 Ы. © 6T 
6 5AL? 112 kL’) 3F 


4-% 84 T + ad 7 тыт: 
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Л L=120, Т =600, / =2 #1 k= 2, Ж а, = -7.1603(10- 人 和 а, = -1.5816(010- 分 . 近 做 解 为 
Әр =- 7.1603(10°*)(ж* — zL) – 1.5816(10-?){х*— zL) 
588 2.12 比较 得 到 
Н 2:өр(тх24) = 1.7148, v(x=24)=1,8173. 
ЖД 3:к(-48)-2.5974, о(х-48)-2.5444. 
ЛІ Galerkin 方法 推导 二 维稳 定 状 态 热 传导 问题 的 一 个 四 结 点 有 限 单元 . 


Ж 我们 将 详细 推导 有 限 单 元 以 说 明 形状 晃 数 是 如 何 尖 近 式 (5,12) 中 的 凶 项 式 .稳定 状态 热 传 
导 间 题 的 控制 微分 方程 为 
a: T ет 
т 9х? > ау? 
插值 函数 与 题 3.4 ЕЛІН. 5 Т, 为 近似 解 , 则 
Tk = Nile, y) Ti + Nale, y) Ta + aryTy + N yO T, = [N]I Ti (b) 
КФК ТЕЙ 3,1 И Се) НАЕ Ж, TI fE 1 £ PR Ë Sus АЮЖАН ЗЕНИК T 35(5.10) 
中 的 系数 а, НАЛАДКЕ x fü y ЯТ, НБА (а) Ват =, ут 
В RRAN ЕН, ARTSA 
827, әзт, 


Ё - Q =0 ба) 


k, 22 +В, ау 7 Q = К{т,у:|Т}) (с) 
ЕА ЖЕНА А НДІ, ARORAA (а) ШАҢ ИЕ КЕЕ К АЈ ЖЕ. 
[ә/ах а/ә 中 ШЕМІЕ № N, N4liTi [Q] = [R T 
г ду 0 大 jayay М М; Na Nal ~ [Q] = [R(z,y+:ITI)] (d) 


最 终 的 结果 是 -- 个 HER (s 1405 пы а АЗ МЕНЕН w, WINIE 
代 ) 和 在 一 个 体积 上 的 积分 , 即 [Їй е, 17: lav = 0 . 式 (d) 的 首 项 变 成 


#N зім, N ZN, ам ZN 
T цан 1 2 2 5 3 
Жы р Ja? + ky ay Ё, ЕЕЕ tR, ay? №. ал? + к, ау! 


азы, PN, 
2 + Rk 
Әт Әл 


и Jiriav = 0 (е) 


最 终 的 结果 是 一个 被 1Ti 后 冬 的 4x 4 短 阵 . 式 (4) 的 第 二 项 为 | [NQV өлара Н, Җ 
人 ec) 的 首 项 表示 如 下 , 并 可 由 散 度 原 理 (Green-Gauss 原理 ) 转 换 成 


ам №) r ЕЕ аму ам ƏN 
TN Nw ( oN, am am | 
ІЙ ма 3 + Nb ару-- | | а ш, ау 


ЕЕ Pas + Nu, uay, ds (D 
式 (1) 的 体积 分 相同 于 题 3.5 MRO), 并 且 显 然 关于 局 部 刚度 矩阵 的 最 终结 果 也 相同 于 题 3.5 的 式 
(e). 式 {0 的 面积 分 对 应 流 边界 条 件 . 如 同 在 前 面 叙述 以 及 在 这 里 说 明 的 那样, Galerkin 方法 总 是 给 出 
有 关 自 然 边 界 条 件 的 信息 .热源 项 等 于 题 3.5 HRO. 
在 有 限 元 的 论著 中 经 常 使 用 隐 仿 上面 所 有 情形 的 简写 标记 .将 式 (b) 代 入 到 式 (<), 得 到 
2 2 
тъ IHIN - Q = ВО, іт) б, 
或 用 缩写 形式 为 
эг 
па т! -Q = (туі!) (h) 
由 式 (5) 和 式 {e), 上 式 可 以 写成 
з ам т! 
[зт Er) -INPQ]av = 0 өз 


式 (h) 和 (i 中 的 矩阵 [LN] 不同 于 式 (d) 中 定义 和 在 式 (e) 中 使 用 的 [N1. БИЕ ре Өз 
{中 中 定义 的 那样 是 2x2 的 .定义 形状 是 数 年 阵 和 一 个 算 子 算 阵 为 


NI М, Му N 2272 x2 
IN) = [ 1 2 N; | IL) = | Гах 0 | б) 
N М) Му М 0 22/22 
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式 (j) 代 入 到 式 (hb) 可 得 到 式 (d) 的 等 价 方程 由 式 ( 可 得 到 最 终 的 结果 为 


| (к кт +1м]70}ау = |, [NIK] ЖИП т mas (к) 
v г. т 


分 析 直 必须 说 明 将 要 使 用 的 [N], >; [k] 和 1T! 的 特殊 形式 , 苇 为 必须 对 应 使 用 中 的 单元 和 坐标 系 .在 
下 面 的 展开 中 将 使 用 缩写 形式 以 推导 局 部 有 限 元 . 

使 用 Galerkin 方法 推导 具有 对 流 和 化 学 反应 的 物质 传输 问题 的 一 个 四 结 点 有 限 单元 . 
将 所 得 结果 与 第 二 章 和 第 三 章 中 导出 的 模型 进行 比 税 .此 结 困 将 证 明 在 第 一 家 和 第 二 
章 中 使 用 虚 变 分 函数 的 公式 是 正确 的 . 


Ж ке 控制 微分 方程 如 式 (3.2) 所 示 , 且 仿照 题 $.12 进行 有 限 元 的 推导 .假设 一 试验 解 T, = 
[N)JICI, 其 中 [LN ER 5.12 中 的 式 (d) 中 定义 ,将 其 代入 到 控制 微分 方程 ; 


I 2 П 2 
u, INIG , ,„ „1519 - p, ° Пет _ p, ° r. + K,[N]IC! -m = R(z,y: Cl) 
Ж E E 


u- [° o] mi- [> 0) a [е 0 ] 

"Lo x, “Lo pj Lo к? 

ЯНЕ B Bip ie ЖӘЕ, ЯВ ЕГ ШЕ БО ИНЖ, ЕШ ЕЛА, HORRI: 
[паты м Шс + NIKAN — IN Imay -0 а) 


注意 式 (za 中 的 [N] 在 题 5,12 ФУД) не К, Нн F[N]82E ОЙ -4 2x 4 EER, НИН К,/2 将 
[K,] X — T 2 x 2 ЖЕ НЕ, B] Green-Gauss 原理 降低 式 (a) 中 第 二 项 的 阶 数 .最 后 的 结 采 为 


(отго Шс + Гь AN с + рмутук, Аче ~ NIE] ay 


= [ (nren 2201] 45 (b) 
s Ж, 


ЖКЖ ТЕ JSC IN А. ҺЗҒАННЕНЯЖЕЖЫ ИЛ ЕЗЕШ ЕЁ ЕҤ, Н ЖД У 
题 3.32 中 的 结 汪 相同 .扩散 类 型 的 入 边界 条 件 可 由 Galerkin 方法 的 结果 得 到 . 

Aifantis(1979) 讨 论 了 耦合 物质 扩散 的 一 个 理论 , 并 被 应 用 到 具有 多 恒 扩散 性 的 物质 
上 .时 间 相 关 方 程 为 (使 用 下 标记 号 ) 


ӘС, Aju . 

2 Тату mi = Ë (Ci + Rk2C2 (a) 
ICa 9). . 

Je "эу, "2 = kI Ci k2C2 (b) 


其 中 Cl 和 С, ЕЕ, ЖІ) МЕЙЛІҢ m + m; = 0. 流 项 的 一 个 一 般 表 述 可 
以 写 为 


асу 20; 


-Di Gg t Du gg (с) 
| ӘС ӘС 
ju =+ Dn у Da SZ: (а) 


ЕЯГы- Da 使 用 Galerkin 方法 推导 这 - -原理 所 对 应 的 有 限 元 表述 . 
Ж EF 将 式 (和 (d) 分 划 代 入 到 式 ( 罗 和 {b) 以 获得 控制 方程 . 这 有 两 个 联 立 的 二 阶 方程 ; 


әс, Шо 22 C, 

“База z + Dp 52 > tk Ci — АС = Ü (e) 
әс, °С, 9с 
> Ds эу? + Рау ~ kC + >C; = 0 (D 


假设 近似 {试验} 解 为 Cir = [N ] ІС, | 和 Cir = [N;] l С, | , 其 中 [Ni 和 ГА, ЕЕ ТЕТЯ ДК 数 的 任 
一 矩阵 .它们 可 能 是 相同 的 , 但 是 为 使 于 推导 ,将 它们 分 草 标 识 .第 阵 1C ЖС, ЖАЛУ Ж ШОН 
值 .将 它们 代入 到 式 {ej] 和 (人 ); 
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ziel ZIN |] “һы 


3 Gi + ЕТ] “716% + [a ДОЛ ~ [ke HN, G Ri (g) 


n 


гу ЕН — [Do] ТҮН + [Da] ә у 


Жш) (һ) ЖЩ, ЖОЕ ЖЫ АА Е J t. Ор) ТИГЕ, (h) М, ІЙ ЖЕНЕ 
积分 并 令 结果 为 等 ,得 到 


[mn aa 


IC ~ [La ][N,] Gi + 10) 1С; = Rith) 


ақы Ы Л ЫА 


= [NT 


А-Г, FID,;1 16,1 


- [N] ИМНЕ + Кытыы Рау =й 


jm Pin E- рът TEA et + [NaDa] Ву 


~ [Na кс, + N] ИИС ау = 0 
用 Green-Gauss 原理 将 阶 导数 降 到 一 阶 并 代入 流 边 界 条 件 .最 终 的 结果 为 


| r 
[оет ЯЗ, AN МЕРЕКЕ ЫШ ш гмах) 
4 
~ [N [k IN CH) dv = Í; [N, [Dr] оь dS- | 92710] ра] 


о) 
(мим ӨШ, ы т, A e A Pio- NEk N NC 


і 
a[N;] ам] 
Әз; Әл, 


+ С 710901) dy = | [N TiD] j. [N] TD] 


In,dS, 
(p 

形状 函数 的 下 标 表 示 使 用 不 同 的 形状 函数 模拟 1Cil 和 1j|Cz1 的 过 程 .例如 , [Ni] 对 应 八 结 点 单元 , 而 
LN2] 对 应 只 有 四 结 点 的 相同 单元 , 当 使 用 变 分 公式 化 时 , 这 种 形状 函数 的 分 离 就 不 明显 , 然而, 对 此 
联 立 问题 应 用 同一 形状 函数 模拟 这 柄 个 未 知 量 . 

在 式 ( 和 (j) 中 还 保留 了 时 间 导 数 ; 将 在 第 七 章 对 它们 进行 详细 讨论 .注意 , 由 于 形状 函数 与 时 间 
无 关 , 因此 时 间 寻 数 将 在 结 点 变 基 上 运算 . 
假设 对 题 5.14 中 联 立 的 扩散 方程 存 在 稳定 状态 条 件 和 在 z 与 y 方向 上 的 - -个 二 维 公 
式 化 .使 用 四 结 点 矩形 有 限 单 元 讨论 局 部 刚度 矩阵 的 公式 化 ,其 中 假设 N1 = Na; = N. 


解 ҮР 消去 时 间 导 数 并 用 定义 刚度 从 阵 的 每 一 项 的 紧凑 形式 表示 式 (和 (j) 
| [Kou + Ka] [- Kpg- Se (ы | _ | | (өш ! 
L- Kpa- Kal [Kpu + Ra] [>Ш 
(а) PRR -MER ERA- -个 对 应 项 .例如 
Коп) = |Д (Baz dy (b) 


其 中 像 点 3.4 和 题 3.5 中 的 那样 ,[B] =[L][N]. WER] Ko], Къ: Koa ] 对 于 不 同 的 扩散 性 
和 矩阵 有 相似 的 定义 ,并 且 下 标 对 应 扩散 性 矩阵 ,注意 [Kpa ] = [Kora]T. 此 外 ， 


(a) 


ҰРА [2211 


af 
[Kal] | NJ]?Ik ]EN]dzdy (с) 


具有 对 [Kezj 相 伏 的 定义 . 式 (c) 给 出 的 局 部 刚度 矩阵 与 在 夯 3.34 中 给 出 的 结果 相同 ,这 里 的 化 学 反 
应 系数 K, 被 物质 相互 作用 系数 上 代替. 注意 如 同 在 题 5.13 中 说 明 的 ,由 于 [N] 被 定义 成 一 个 2x4 
和 矩阵 ,那么 短 阵 [la M ] 应 定义 成 2x2 和 矩阵 . 

基 式 (a) 形 成 的 局 部 刚度 矩阵 不 是 对 称 的 . 式 (a) 右 侧 的 边界 条 件 项 对 应 应 用 的 边界 条 件 流 , 另 
PF, ПТ T HFE Л AHAA Kpl [Kon ҺАЛ ізгі ljal 因为 此 时 [Ds] 
МНЕ. 
将 问题 5.15 中 的 方程 降 为 x 方向 的 一 维 博 形 .假设 р =0 并 由 Aifantis(1979) ul 
到 所 得 方程 的 一 个 分 析 解 .使 用 在 题 5.15 中 讨论 的 四 结 点 矩形 局 部 单元 , 求 得 -一 个 三 
单元 和 一 个 五 单元 得 解 , 将 单元 组 织 成 如 图 5-1(a) 所 示 的 一 条 带 ， 为 得 到 理论 解 ,假设 
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边界 条 件 为 CO) = C.(0)=0,C,(L)= Cu fa C.(L)=C;, ЕБ, = Da = 0.005, 
Ё = 0.04, ka =Ф0.03. Сі - Car = 100, 1. = 1 和 D; = Ü 的 假设 下 的 解 进行 比较 . 


1 5 ? 
| ы) | | а-и 
1⁄3 1⁄3 1,3 b= 0 
10 12 
1 H ш tv v ] 1.0 
1 H 4-02 
1.0 
02 0.2 02 0.2 6.2 › 
(а) 
с 


М ағ 一 维 情形 的 控制 方程 为 


«с; ， «с; 
Dı 2 - k Ci + kC = 0 Б. 2 + Ë C, — С» = Ü (a) 
йт dz 
ARH 
Ci 一 ysinhf ағ) + Ё С; = & Put (b) 
a 22 
其 中 
A = PuCu t Рыбы 2 Pakit Рур 1 bA , ` Cu. ай 
L Du Dx; РЫ» sinhtaL } 


题 5.15 的 矩阵 方程 的 形式 导致 其 自身 的 结 点 编导 系统 满足 ,未 知 量 C, 在 前 和 未 知 量 C, 在 后 ,由 此 
得 到 局 部 有 限 单 元 如 图 5- 1(b) 所 示 . 在 计算 机 编 种 中 的 标准 做 法 是 在 整体 系统 中 组 织 未 知 量 使 得 对 
于 一 个 结 点 上 的 所 有 未 知 草 都 放 在 一 起 .四 此 在 组 合成 整体 系统 之 前 , 最 好 重新 组 织 行 和 列 以 适合 整 
体系 统 . 可 以 使 用 题 3.24 中 讨论 的 变换 矩阵 来 完成 这 个 行列 调整 .使 用 图 5-1(b) 的 记号 ,此 变换 可 
BAIC „= ТИС: 


нін корт {ДАТ SOM Tin A t 


C. L боо о о о g| 
С, 00 00 1 0 о 0||© 
С), 01000 0 о 0 [С 
С, 0 0 0 0 0 100116, 
с.і |o o 1 00 оо ollc, €o) 
Са 000001 0]|с„ 
Сы, 000 1000 0 0l|c, 
Ca 00909001410. 


ЯНК. = ТКТ. 


可 使 用 三 个 相同 的 有 限 单元 , 并 令 a = ти b= 1.0, А5 А 361 SE . ТАС И J ñ ЛЕН 
1 


计算 如 下 . 

[ 6.4815 -4.2593 -2.1297 3.2408 -1.1111 -0.5555 -0.2777 0.5555 
-4.2593 6.4815 3.2408 -2.1297 - 0.5555 -1.1111 -0.5555 -0.2777 
-2.1297 3.2408 6.4815 -4.2593 -0.2777 -0.5555 - 1.1111 -0.5555 
231 3.2408 -2.1297 -4.2593 6.4815 -0.5555 -0.2777 -0.5555 -1.1111 
10 -1.4815 -0.7407 ~0.3704 -0.7407 6,101 -4.4445 -2.2222 3.0556 
-0.7407 -1.4815 -0.7407 -0.3704 -4.4445 6.1111 3.0556 -2,2222 
-0.3704 -0.7407 -1.4815 -0.7407 -2.2222 3.0556 6.111 -4.4445 

L-0.7407 -0.3704 -0.7407 -1.4815 3.0556 -2.2222 -4.4445 6,1111 


ЖЕНЕ ЕЖ, 结果 列 于 表 5.1 中 . EAE RAHAMAN, 并 令 a = 0.2 和 


b=1.0, 可 得 五 单元 的 解 . 


5.1 王立 扩散 问题 


| 二 单元 解 | 五 单元 解 精确 解 

: С, C; С С; СІ Са 
оо | 00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 
0.2 -- 一 17.664 22.335 17.699 22.301 
0.333 29.475 37.191 一 一 29.454 37.013 
0.4 -- 一 35.651 44.349 35,734 44.276 
0.6 -- -- 54.480 65,520 54.593 65.407 
0.667 60.848 72.486 一 一 61.221 72.111 
0.8 — -- 75,195 84-805 25.318 84.682 
1.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 


М 5.8 中 推导 稳定 状态 热 弹 性 问题 的 方程 .使 用 Galerkin 原理 构造 此 问题 的 二 维 四 
结 点 有 限 单元 公式 ， 


М 此 问题 的 公式 化 可 以 说 明 丰 位移 解 和 温度 解 的 萎 合 情形 .控制 温度 分 布 的 微分 方程 从 控制 
位 称 的 微分 方程 独立 出 来 .然而 ,对 两 者 构造 一 个 单元 公式 是 方便 的 并 且 是 有 将 的 .参见 题 5.8; 通 过 
代入 式 (c) 到 式 {a) 并 与 式 (d) 和 (e) 合 并 ,同时 令 3/3t = 0, 可 得 到 控制 方程 ， 

Cues, ~ #0 =— fa (a) 

RB, =— ғ k; = 0, ізе) (b) 
由 此 知 式 {b) 的 一 个 有 限 单元 公式 与 题 5.12 中 的 相同 , RE Q 被 - + 所 代替 .读者 可 能 已 经 猜 到 式 
(a) 中 的 首 项 将 要 引出 一 个 与 问题 3.10 中 给 出 的 相同 的 局 部 刚度 矩阵 .但 是 ,说 明 Galerkin 法 是 如 何 
导致 相同 的 结果 是 很 重要 的 .将 一 个 物理 问题 的 连续 力学 表述 直接 转换 成 问题 的 一 般 有 限 元 表述 是 
十 分 简单 的 .例如 , 式 (a} 和 (b) 变 成 

[K,.]lul - Kalte = {fl + ju (е) 

[Keliai = || + {QI (а) 


每 个 矩阵 的 计算 依赖 于 控制 微分 方程 的 结构 . 将 使 用 Galerkin 法 详细 推导 方程 中 的 成 分 [K，] 和 
Кы]. 
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有 限 元 分 析 


题 5.8 中 的 式 (a) 在 弹性 理论 中 称 作 平衡 方程 ;二 维 傅 形 时 有 两 个 方程 .下 标 张 量 方程 可 以 扩展 
成 式 [3.4) 和 (3.5), 平 面 弹性 的 平衡 方程 . 题 5.8 中 的 式 (c} 应 对 应 (3.6 一 (3.8) 或 (3,10), (3.41) 和 
{3.8), 平 面 应力 或 者 平面 应 变 , 以 及 有 关于 应 力 开 温 弄 的 附加 项 .一 般 情况 下 , 应 力 - 应 变 - 湿 责 之 间 
ШЕЕ Л ЕСЕДІ 


б, = Сі,, + Се, - g8 (e) 
ау = Сре, + Сие,- 80 (D) 
в, = Cas (g) 


题 5.8 的 式 (b) 给 出 的 应 变 “ 位 移 关 系 是 数学 定义 ,在 有 限 元 的 公式 化 过 程 中 应 使 用 由 式 (3.3) 给 出 的 
工程 定义 . 
将 趟 (e) 一 (pg) 代入 到 式 (3,4) 和 (3， этан 


дє, де 
Сазы Эт + Съ 2з PE “Са > 


-# +, =0 (h) 


Съ = H + Со ЕН + Сз 259 i -p38 р = 0 (0 
AGDA. DERA Е ор ы 


у 
а/а 0 а/а Ў 
[ /ах | о, = | | Ü) 
0 ә/2у а/ау Ў, 
day 


式 (一 (g) 的 等 价 的 算 库 形式 变 成 


Ош Си Со O | (е B 
| Ё Са 0 E : fhe (k) 
а, 0 0 Cyd len Ü 
应 变 在 题 3.10 的 式 {b) 中 定义 并 代入 到 式 {k) 中 ,将 上 面 的 结果 代 人 到 式 () .所 得 到 的 微分 方程 将 出 
现在 题 5.27 之 中 . 结 点 位 务 由 题 3.10 PHA (е)—(к)л М. КУЛЕ НЕЙ 3.10 РО), HAET 
以 写成 
{є = ПМ]! 

PIN, AEA 70, 由 题 3.11 中 的 式 tb) 定 义 .假设 位 移 满 足 题 43,10 中 的 式 (g), ЖАВ 
设 温度 为 是 5.12 中 的 式 {b)? 的 形式 .两 个 试验 解 虱 是 根据 一 个 四 结 点 矩形 单元 的 形状 函数 很 设 而 成 ， 
但 是 在 现在 的 阶段 ,形状 沙 数 和 矩阵 却 表 现 不 同 , 可 写 为 


|) = [N Hu 和 x = (№18! (0 
Te E 
使 用 在 题 5.12 мала ы ыны 5.29.) 
f (өз, ШЕ "гы ы - [N] TA] Й +IN,1] ау = 0 (m) 
Í. [МЇ [К ы 00] [N 1 «ТІН ау = 0 (һ) 


将 Green-Gauss Я А7 СН В А ТЕЗЕ Ж.Ж (а ЕРЕН ЖУ [ПЧ] 
蛮 成 一 阶 导数 , 而 将 二 阶 导数 降低 成 一 阶 导数 , Ж (о) тл. В, ЖУА Т Б JAR 
条 件 , 使 用 Green-Gauss 原理 对 式 {fm) 的 第 二 项 进行 了 修改 [ 见 式 (e) 的 第 二 项 ], 并 且 代 入 边界 条 件 以 
增加 了 一 项 以 热流 形式 表示 的 温度 项 .本 质 方程 , 式 (k), 表示 拖 鼻 力 (应 力 ) 边 界 条 件 是 一 个 位 称 和 时 
间 的 函数 [ 见 癌 题 $.8 中 的 式 (c)]. 


T 
[, ы [c] N] a- ANL glin, нөҢау = | каға 
ГІ 11412414) was (o) 
a[N T 2 。 
КЕСЕНЕГЕ) = f INav + | t) ENA alnas 00 0) 


Ж (о) (р) {ЕХ К/З (aü (b). ИЕ ВЕК, 1ТЕЙЙ 3.11 HER Ke SEE 5.12 的 铺 果 相符 合 ， 
Eh dth, eiM Q Е Р R WI q JJH ЖЕ Т ЙЫ ЖЕНЕ МЇ НЕ ЕБ Б] ЖЕЕ В 


ЮЕШ EPRE, [ДГ ФП ЖИН 


.121- 


5.18 


ASE. ЗЕҢ ЛЕШ $.18 和 5.30 Р}. 

构造 和 存 题 5.17 中 定义 的 稳定 状态 热 弹性 问题 的 二 维 局 部 有 限 单 元 公式 .使 用 在 图 5-2 
中 定义 的 一 维 问 题 的 解 证 明 单元 的 精确 性 .使 用 在 图 5-2 中 所 示 的 一 个 四 单元 条 , 计算 
每 个 结 点 处 的 位 移 和 温度 . 对 亿 移 假设 (0) = uL) 0. НАВИ 9(0) = 0, = 100 
和 #8( 工 )=0. 可 假设 物质 常数 为 杨 氏 模 数 E= 1. ARER = 0; pul = 1 并 且 
fz = 此 ws 在 于 有 限 元 和 精确 解 比 较 时 可 假设 为 零 , 参见 题 3.13; 弹性 常数 变 为 C1 = 
Соз Сз=1 H C=0. 


2 4 5- 8 — 10 
f 1 IT гу 10 
і 3 5 7 9 
0.25 025 0.25 9.25 
图 5-2 


ЖҚ r 一 维 控制 微分 方程 为 


Фи 2% ёё _ 
E dz? Par 0 dr (а) 
有 解 
- - > 
0 = 0, = = и = 8, да (b) 


有 时 (o) 和 (P? 可 构造 出 局 部 有 限 单元 公式 , ЖӨЖ 5.30 中 给 出 ,所 有 流 类 型 的 边界 条 
件 均 为 堆 , 使 用 变 的 短 阵 对 局 部 单元 重新 编号 , 使 之 对 应 题 5.17 中 式 {cj 和 (由 中 的 顺序 .最 好 在 重新 
编号 后 在 一 个 结 点 处 的 所 有 自由 虎 都 是 连续 .变换 矩阵 为 


П99090000000414 
vi 01 00100 0000 oO о 011": 
е, оооооооотоо ll% 
üu оотоооооооо oll” 
21 ооотооооооо ol 
| (000000000100 1 
ul |00001 000000 olla 
| (000001000004 olla 
8, оооооооооот 0 [6, 
) 090000100000; 
4 2 

00060600! 10000 
U4 8; 

0 0 0 
в, 000000001, 


%5.2 热 弹性 问题 


其 中 [Kj = [TJ[KjsalTIT. 在 表 5.2 中 给 出 了 最 终 的 结果 , 对 此 基本 问题 有 限 元 解 与 精确 解 一 致 ， 
为 证 明 在 > 方向 上 的 有 限 元 的 公式 化 , 相同 的 问题 还 可 以 角 沿 着 y 轴 的 单元 带 求解 . 
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有 限 元 分 析 


5.19 控制 物质 中 电 和 释 形 相互 作用 的 茹 型 称 作 压 电学 , 它 对 十 研 究 微 电子 物质 是 很 重要 的 . 


用 下 标 表示 的 控制 方程 为 
gj, = Ü G; = 2, ізей (а) 
S, = Elu; t u.) (b) 
бу = Сыбы - бы Ë, (c) 
D, = (4) 
Е,--%,; (е) 
D; = еры + g; Ë, (1) 


其 中 Cus еле ЛЕН, 庄 电 和 介 电 物质 常数 . 为 避免 与 介 电 常数 (电容 率 ) 混 
BL. B S, 定 义 应 变 , 应 力 , 电 子 场 ,电子 位 移 和 势能 分 别 用 а, E. D;, M ЭЕ, H Ж 
REE 5.7 中 的 体积 力 .边界 条 件 为 

w= шди F) 与 n= em = (д 上) (g) 

$= Ф( әф К) 与 а= рт = 4d( 在 ad E) (h) 
使 用 Galerkin F ihe a w Ik аА ВЕ e a А Да ЕНЕ. 
E ЕРЕЖЕЛІ АКЕНЕ H ЖАНН, Ый РЕ {и ЕСТЕ 3 Жете) ЫН Laplace 方程 措 
ЖИНИ И {А ЕЕЕ ЛЕШЕ. ДЕ PE rh ЖИЙ Е A gb z p р Ж езі, ПОТЕ Й 5.17 中 描述 的 稳 
ЖЕ ЛК SAMO И: Жл -t ESKEA. И] ЫЕ FJ — 8k sk НЕА е ІН ЕНЕ {Н Ж, 当 问 题 
化 为 二 维 情形 时 , ЖЕ ШЕ qh E РЕЛИЗЕ Е А В. FR PEP E X: E 5-3 所 示 的 八 结 点 线性 
单元 .出 于 缺乏 代数 的 总 数 因此 就 疫 有 推导 形状 函数 和 局 部 单元 矩阵 .三 维 单元 将 在 第 七 章 中 计 论 ， 
使 用 在 题 5.17 НЕ АННУ РЕ ROR (е) КА (а), 阿 时 庶 记 住 庶 变 通 带 是 由 式 {b) 中 的 
税 移 来 定义 的 .另外 ,将 式 (四 代入 到 式 ( 介 并 将 结果 代入 到 式 (四 就 得 到 拧 制 方 种 

С.м, * e f. = Ü (i) 


Сыбы, + єцф, ж 一 0 (1) 
应 变 是 由 位 移 的 导数 来 定义 的 , ЕНЕ ІҢ ФЕВ ЖАК ЕЛКЕ u Siul И ЖЕҢЕТ g s IE ЖЕ 
Ж.Ж бп РЕК Urey E 5 A Е 
2 2 
гаа [el ЫЫ = R, 


(k) 


PIN,] FIN] 
[e] ә іші -iel 14 - 


x; 


PER “ESE EE, OB Ur RD 2 
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则 形成 的 加 权 残 量 为 
2 
[мач + Ita Тан 
| (D 
2 
(рыла Ы, Ia) Н | ау -0 
АННАН AARAM Green-Gauss ЛЕ. 
' T T n 
А ы ІСІ ды ШЕ, "ы [e] и |4У 
-CNCI еш «ике ДЫН |ав (m) 
r 
М ны) AN y _ Алы, 1. Edi | ау 
- ола, - ыла Ды, |а (а) 
用 编写 形式 表示 等 价 的 有 限 元 方程 为 
Ек. Jul + [Kalie = til 
(о) 


[Kal tut- СКФ = td 
其 中 


[Ka Jf в,271С218,)8У 
[Kal = f [8417108,8 


[Ka] = f [BIEB lav 


Eiu Ж 14} fE ЭЛ RE. E РЕ Е B е и ЕЕ В -个 形状 函数 
ERER E 5-3 中 的 单元 有 八 个 形状 函数 , АНА B AEE), 三 个 位 移 , 一 个 电势 
BE. EEEX utat 


tul = [u оү Чү мшу 19 шу ° HR U tua]! (24 项 ) 


i p 
式 (b) 定 义 了 给 竹 [B,], 但 是 应 使 用 应 变 的 工程 定义 , 同 蜂 前 一 个 题 ,有 [B,]=[L,][N,1]. 
Err ajðz 0 07 
Еу 0 EJER 0 М 0 0 N © 0 зз N D 0 
ЗА 0 о ааг Í N 0 0 N, 0 ~ 0 N, 0 
s | | 0 азе aay lo оом оо а мз о оом ® 
ғ“ ӘӘ: Ü Afar (24 #]) 
ey ду fðr 0 1 
Aih ARE E ASAREE ERKL JIN] ATRA khai Ж (е) ЕН ЖЕ ЗЕ ГВ,}. 
Е, Za 
| [г N: Му М, № Ne м, №) (r) 
E, РЕР 


ЖОЖ [L [N 1. Жу НАНАНЕ аА ЕНЕР Т. Муе( 1957) 
БИРЕР Н, ДЕЕ, 并 可 专用 于 任何 的 晶体 类 . 
[Cn Со Сз Cu С Cy] Ге en 


езі | 
Са Сз Cu Сы С» біз ©з; єз) 
Ca См Сы Су біз бәз éz 
Ісі = . [e] = 
Ca Ca Cu El4 E24 Єз 
对 称 Css Cs 818 е5 ез 
м Cad -el е5 gg 
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ін tn 


ля щл 


л іл 


(W л л Uh A л са 


20 


‚21 
.22 


.23 
‚24 


‚25 


‚26 
-27 


.28 
.29 
-30 
-31 
‚32 
-33 
.34 


.20 


补充 习题 


使 用 Galerkin 方法 求解 题 2.1 所 描述 的 钢 索 问题 , ЕНЕ 与 题 2.12 中 给 出 的 精确 解 进 行 比较 . 租 设 
试验 解 为 wp = ар + аш + азх®. 

在 假设 试验 解 为 ve = ajsin(nzt 上 ), 其 中 工 式 钢 索 的 长 度 的 情况 下 重 做 问题 5.20. 

给 定 微分 方程 


2 

«рае 
ЕРЕН Сұ-ауғарл + азл + ах Н Galerkin 方法 求 的 其 一 个 近似 解 .使 用 题 2,18 中 给 出 的 
参数 了 =1m,Pp=1.0010 °), а =1.5(10 78), Н т = 1.00) ,将 所 得 结果 与 精确 解 进行 比较 . 
假设 Са=аут +а;(1-°), ИЙИ 5.22. 
证 明 题 5.12 中 式 (d) 和 (hy 是 等 价 的 .注意 如 同 讨论 的 那样 , [N] 在 每 个 方程 中 的 定义 不 同 , 当 使 用 
Galerkin 方法 推导 有 限 元 模型 时 ,说明 对 [N] 有 不 闻 定 义 的 含义 . 
бөгіп 和 Yatomif1979) 建 立 了 合成 材料 中 两 相 扩 散 的 一 个 … 维 数学 模 亚 . 它 定 多 了 一 个 自由 相 的 浓 
Ж, 并 被 很 设 其 在 硬性 物质 中 扩散 ,对 自由 相 C, 的 物质 平衡 由 下 式 给 出 


—m =0 RB. С(0) = C(L) = Q 


ӘС, аҙ 
ae tar TT (9) 
对 硬性 物质 , С, 为 
әс. 
Br = my (b) 


Ей), 是 自由 相 流 且 m 是 被 包 奉 进来 的 自由 相 物 质 的 比率 . 对 自由 相 的 过 续 方 程 可 假设 为 Fick Ж 
ё. 


ас 
j=- D 52 (е) 
和 
ту = ВС; = аС, (4) 


МЫН АЛ, Galerkin ТЕЖЕДІ КЕРН u НЗ 3 [B ЕЛІ зд 
对 于 题 5.14 中 给 出 的 偶合 扩散 震 理 推导 其 一 维稳 定 状 大 的 局 部 有 限 单 元 . 
证 明 题 5.17 中 的 式 (和 (与 题 3.10 中 的 式 (h} 合 并 后 可 得 到 控制 微分 方程 


; 32 ә? 
| Саҙ 285 Cs агау 


H, + |а + Съ 25) о, TET, 

[Ce sy + Ca Ps] w + (Съ 2: t су), ваб» у, = 0 
构造 对 庶 题 5.17 Че (а) UP 3: Br 89 ERAR. 并 使 用 此 间 题 中 所 定义 的 四 结 点 单元 的 形状 函数 ， 
构造 对 应 题 5.17 中 式 (m) 首 项 的 矩阵 方程 .将 此 宪 阵 方程 与 在 题 5.28 中 给 出 的 解 中 对 应 项 进行 比较 
对 应 一 个 四 结 点 完 形 单元 推导 题 5.17 中 定义 为 { 攻 ,py] 的 俑 合 刚度 矩阵 . 
推导 图 5-3 中 八 结 点 砖 形 单元 的 形状 函数 . 
构造 对 应 关于 题 S.19 中 给 出 的 压 电 庆 理 的 式 {5.2) 和 式 (5,3) 的 算 于 a MC. 
推导 关于 在 是 5.19 中 给 出 的 压 电 原 理 的 一 般 的 变 分 原理 . 
假设 是 5.19 中 的 式 (b), 式 (6), 式 (g) 的 第 一 式 和 式 (h) 的 第 - 式 完 全 满足 ,使 用 题 5.33 中 的 结论 推导 
适合 有 限 郊 分析 的 关于 压 电 性 的 扩展 的 变 分 原 埋 . 


补充 习题 答案 


由 边界 条 人 性 得 到 wk = а,(х®1- 21), #4 АНА 


PER ЯММАН (ШТ ФО ЛИНИЯ ЛЕ .125. 


5.22 


5.23 


5.25 


5.26 


гі У 
1, Е - таз - xÍ.) + £ le 一 rL Ут 


和 aal _ + _ kL2/307 | = /6 个 .与 表 2-2 相 比 , vlr =24)=1.7455, vir = 48) = 2.6183. 
ЖК ASE 2.1 (е) ЖШ. БРЕНЛНЖЕЛЕКА 
Е Z2) БЕЛУГЕ - 0 


БББ 


积分 , 解 得 а: 
a АР __ 
17 (т T + kL?) 
与 吉 2.2 EE, a1 =2.7945, ә(т-24)-1.6425. (ху =48)=2.6577. 
HERA 
„m| 1401-0) 
с = u É 1- ex 如 | 
满足 边界 条 件 的 试 解 为 
Ce = alr? 一 zL) + азса 一 zL?) 
积分 后 加 权 余 量 方程 为 
D uL? Пі, 
E | уто Е=9% 
a(g) o 


Н. az= – 1204.8, а, = — 2409.6. CR = (0. 25L) = 790.65, С(0. 251) = 795.46; CR(0. 501) = 
1204.8, C(0. 50L} = 1194.53; Cp (0.75) = 1016.5, C(0.75L) = 1016.84. 


ДН ЖУКА Н 
Ср Т ME - ая ] 
PARRER EA 
Da L? , еі 11 ТАЗ 12 
й-& МЕГЕН 215 а-а E 


КА, Н а; =1010%):Ск(0.251.) = 847.04, Св(0.501,)- 1224.95, Сұ(0.751,) <999.32. 

执行 指定 的 乘法 则 等 价 性 即 可 得 证 .此 外 ,在 实际 的 应 几 中 ,由 于 使 用 形状 丽 数 得 : 阶 导数 推导 有 限 
元 ,因此 LN] 的 重新 定义 没有 结果 .然而 ,对 一 个 适当 的 推导 , 'N] 的 重新 定义 是 必要 的 . 

组 合 控制 方程 得 

ӘС ас 

лү 0 t BC, а, = 0 9. _ 80, жас, = 0 
假设 Cr= [МИСИЯ C = (МС, h ИНЕ 


С! т 
enin HES + ANE py AN] eh a NJ'EaIINIIG ТТЕП ЖС = Сма 
HA 


[NY IN] 3 INPFT81[NJiC,I + (ММС, = 0 
控制 方程 为 
ЁС ёс 
- Ру T u Du Ti + k C, - ЁС» = 
ЁС ЁС 
- Ра үт кПа hC t kC = 0 


仿照 题 2.9 中 得 式 (e} 和 和 题 2.11 中 的 式 { 由 .假设 一 个 绪 点 编号 为 1,y 的 两 结 点 线性 单元 


| ру + Ë L _ р} + L _ Diz kaL Dis kal ] 
L 3 L 6 L 3 LL 6 

_ Du А kL Du А GSES Da kaL рь kak Cir 

À L 6 L 3 L 6 L 3 Cu 

Da bL рь hL Da bL Әй в. | |С, 

L 3 L 6 L ` 3 L ` 6 с 

"2 

Da bL Пу ñL Пу kl Dy kL | 
17% L 3 L t$ L ` 3 J 


4126. ARAH 


5.28 对 下 式 进 行 体积 分 


Сы C 0 0 а/а 
0 2/25 ИИ 12 ©з y 


Сп Со 0 а/Әх 0 
0 Мм, Шы 9 FEE 
0 Съ iay 8/2: 


Ë Ü N; Ü Ма 0 М, D | va 
x 
омо М, 0 N 0 м, 


ид 
94 
N. 0 М) 0 
0 м, 0 м 
N, 0 Ін М 0 
1100 ñ D] Мм, М, N. 14-00% f=0 
м, 0 |10 ҙ, уау al N, 0 
Ü N. B 0 № 
~ 0 М, 9 
0 м, 0 М, 
注意 在 问题 5.17 的 式 (m) 中 使 用 的 [N, ІРКЕ S k ЗВ НЕ. ХОШ 5.12,5.25,5.29 中 得 讨 
Ф. 
5.29 Е КОВ РЕ. Т ВЕЗЕ РЕТ ЕИ R. Н РИШ БОЖЕ {ТЕШЕН 
| 0 N, 
0 м, М, 
М; 0 N: 
0 N, N, Cu Со 0 ]|32/əx2 0 0 
м 0 N, Со Си 9 0 ауу? 0 
0 о Ca Ü ð aaz? 
0 М; N; 
N 0 М, 
LU М, М, 
"4 
vi 
чоо N, 0 м 0 N, 0J)” 
хо N о мо N; о м, |< 
М N, N, N; Ns № N, М ü 
3 


EWER HMH Green-Gauss FHE, THERE БИ 5.17 式 {o) 的 形式 . 
5.30 将 刚度 矩阵 定义 为 题 5.17 式 {o) 中 的 第 二 项 , 旦 要 计算 得 积分 为 


янв ЛЕ Шыбыл 127. 


| 
-f ALn 

第 一 项 是 题 3.11 Но), АНИ За (е) ЕЕЕ Вод 

矩阵 通常 矩阵 表现 为 下 式 的 积分 


ӘМ,/Әт 0 ӘМ,/9у| 


9 ANa Iy ЭМ, 
AN,af dx b ӘМ,2/3у 
0 ӘМ,М/8у AN aE ñ 9 М Мә Ма Na 
IN aIr 9 2М,,/9у “ІІМ, Ne Мә Nad 
0 ӘҺМ,М8у 9М,4/4 0 
ӘМ,/2а 0 PN aalay 
0 ƏN. fƏy 4М,/48х1 


形状 函数 用 u о ЖОТЕЛ: а, ЖЕ ii ha р 9 ТЕРЛЕ ТЕ]. ТЕШ ia HI ЕЛЕНЕ, 并 在 第 三 
章 的 题 3.1 和 3.5 中 给 出 .注意 如 果 能 够 写 第 一 个 第 阵 为 一 个 8x2 09. E[8]8 Җ—1 2x 2 的 , 那 
么 可 以 得 到 同样 的 结果 .但 是 上 面 的 公式 使得 第 一 个 笔 阵 对 应 题 5.17 式 {1o} 中 的 第 一 个 矩阵 ,这 对 计 
ЯЛЕ ОНЫ К A KES ЗЫ a H eb 圭 积 分 就 得 到 最 终 的 刚度 矩阵 ， 
—Bb/6 一 RbA6 – 80/12 – Rb/12 
-Ba/6 - Batl2 -fail -fals 
8,16 8516 Boll — B>b/12 - 
-jajl2 -falb -фа/б6 -~ fail? 
85/42 — B.b/12 8.2/6 #276 
Ba/12 Bart pals parl 
-4Ь/12 ~ fb/12 — pb/6 -有 BA6 
Ba /6 Ёа/12 В,а/12 Bars 
5.31 使 用 每 结 点 处 3 个 一 维 形状 函数 推导 三 维 形状 函数 , 令 N, AA 1 利 2 ER N. 
={a- xia. ЖИ, №, (6 - z; )/b BN, ;=(с-ху)/‹.#Н,Му= МА NI 或 


(a - z i)(5 — rr — 23) 74(5- zadic — rs) 
№ = аһ № = абс 

тігіс - ха) {a — zrake — ra) 
М = — M N. = 11 ти Ё 1 

(а — zi (b хз) хз xib - rira 
N; = abr № = абс 


ЗЕГЕ іа 一 тр) әх 
N, = Š 243 Ng = 7 1 243 
abe абс 


8.32 ul = lu, Sgr с, Di, Е, %и,4 $. dl 
figi = 10,0,0,0,0, 0:4, und, = $Í 


0 0 -i 0 0 0 1 
0 Cada -1 0 -eyða 0 
L -1 0 0 0 0 
о a 0 0 1 а/ау, 
б -epa D 1 -eds 0 
о 0 0 -aar 0 Ü 
ото O 
-10 0 
0 0 0 1 
| оо -1 ol 


L = 村 (8aa/34， 十 全 kz) 
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5.33 


5.34 


(и) = Í- [um 16,1% E Sy, Сыбы - І5,,6,1- (8, е, Жы 
t [ou Lum) idy Syl + [D E] + [D.,3%/3z,] — [E,, е5] 
+[E,D,] -LE , eE] - [%,2Ю,/дх,1!, 
+[u, t], — [ta Jas 1 [Prd loa- Ld, $log 
-Aus talar + Ats elau — 2[#%,4] + 214,418 
Tilu) = 118, CSu] [Е,, єЕ,]— 2[ 5, е5 а 2i, tila — 2{$, d Joa 
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6.1 引言 


前 面 几 章 中 讨论 了 不 同 物理 问题 的 局 部 有 限 元 分 析 , 以 及 有 区 矩 形 有 限 单元 的 应 用 .本 章 
将 重点 讨论 单元 的 几何 形状 以 及 插值 阿 数 与 形状 函数 之 闻 的 关系 , 多 数 例题 需要 计算 刚度 矩 
EHTA. 在 计算 机 代码 发 展 的 不 同 阶 段 ,上 述 分 析 内 容 将 用 于 编写 计算 机 代码 , 以 检验 其 计 
ЯЖ. 

жен АИ ВО СВ, 重点 盖 述 四 迪 形 单元 的 推导 和 应 用 , 并 对 其 他 形状 
单元 的 结构 如 以 介绍 . 测 等 参数 四 按 形 单元 不 符合 笛 卡 儿 坐 标 系 的 要 求 , 作 为 一 种 重要 的 数值 
分 折 方 法 , 有 限 元 方法 已 可 以 用 来 模拟 具有 复杂 过 界 条 件 的 物理 问题 . 从 工程 应 用 方面 来 讲 ， 
前 面 几 章 还 有 有 些 理论 研究 的 内 容 ,但 本 章 的 内 容 将 证 明 ; 有 限 元 方法 可 以 应 用 于 们 学 和 工程 中 
的 复杂 问题 . 

在 构造 等 参数 有 限 元 的 过 程 中 , 数值 积分 发 挥 着 重要 的 作用 . -方面 , 现 有 的 数值 积分 方 
法 使 有 限 元 格式 的 推导 是 得 比较 复杂 ; 另 一 方面 , НТ ЖИ И. ЕН Ы СІН ДЕН 
导 局 部 有 限 元 格式 的 整体 过 程 灵 得 十 分 简 伟 . 

第 三 章 中 介绍 了 轴 对 称 方面 的 问题 , 本章 将 对 这 类 问题 进行 更 为 细致 的 研究 .为 解决 这 类 
重要 的 问题 , 采用 数值 积分 法 和 等 参数 有 限 元 方法 是 符 台 边 辑 的 选择 .再 有 , 四边 形 单元 将 用 
来 介绍 有 限 元 方法 的 这 些 应 用 ， 


6.2 数值 积分 


数值 积分 广 沦 地 应 用 于 有 限 元 分 析 之 中 .梯形 积分 公式 等 基本 格式 通常 假设 积分 点 是 等 
距 的 , 击 妃 在 将 基本 积分 公式 应 用 于 有 限 元 分 析 之 中 时 , 其 适用 性 和 精度 受到 了 某 些 限制 .为 
此 在 多 数 有 限 元 应 用 的 问题 中 , Gauss 求 积 公式 成 为 了 可 以 接受 的 数值 积分 格式 . 这 里 所 谓 的 
RR, 指 的 是 数值 积分 .一 般 说 来 , 积分 可 以 近似 的 计算 为 


b P 
I= [Fdz = Ууз) (6.1) 
23 к-1 


这 里 的 z, 为 样本 点 (Gauss 点 ), 而 w 称 为 权 . 许 多 Gauss 求 积 公式 可 以 与 式 (6.1) 闪 同 使 用 ， 
不 过 Gauss-Legendre 求 积 会 式 是 有 限 元 分 析 中 最 流行 的 积分 公式 .其 中 的 权 和 样本 点 由 Leg- 
endre 多 项 式 所 决定 , 大 多 数 数值 分 析 教 材 给 出 了 其 具体 推导 过 程 ( 例 如 , 可 以 查阅 Scheid, 
1988). Gauss-Legendre 数值 积分 公式 要 求 的 积分 区 间 是 从 -1 到 + 了 В 


1 


+1 
I = | лем» = Уан) (6.2) 


4-1 
在 大 多 数 有 限 元 方法 的 应 用 中 , 采用 形 为 式 (6.2) 的 积分 格式 .Gauss-Legendre 数值 积分 公式 
可 以 容易 地 推广 为 二 维 或 三 维 重 积分 的 数值 积分 公式 . 
第 三 章 中 讨论 了 线性 三 角形 有 限 单元 的 面积 积分 , 本 章 将 给 出 另外 的 线性 三 角形 单元 的 
数值 积分 公式 和 高 阶 三 角形 单元 的 数值 积分 公式 .( 见 题 6.22) 


6.3 插值 公式 和 形状 鲍 数 公式 

在 某 些 实例 中 , 经 常 要 推导 高 阶 有 限 单元 的 插值 公式 和 形状 函数 公式 .下 面 将 介绍 的 ,是 
采用 会 起 近似 推导 两 类 形状 函数 . 
Lagrange 多项式 

Lagrange 多 项 式 是 用 于 构造 形 函 数 的 一 种 插值 多 项 式 ， 该 多 项 式 定 义 为 
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有 限 元 分 析 


L, = ҮП z — Zm (= ro -ayele - з) 0а 一 mia) (z —х„) 


mzb tk Хт u Ст, 一 жа) z, 一 РЫМЕН 一 5-12 Ck = РБИЕ = Za) 
kEm 


(6.3) 
这 里 日 表示 所 有 各 项 的 积 . 当 = z, Н], LERRA 1; 可 是 , 当 х= z, Пот М, Fa tn 
为 0. 因 而 , 式 (6.3) 中 的 L, ЯШ М, 相同 的 性 质 .采用 Lagrange 多 项 式 . 可 以 构造 任 
意 线性 单 孝 上 的 播 值 公式 或 形 国 数 , 并 可 以 容易 地 将 其 推广 到 高 维 问题 之 中 【例如 , 参见 题 
6.3 和 6.23) 
三 角形 形状 范 数 
许 用 第 三 章 中 引入 的 面积 坐标 , 可 以 推导 出 三 角形 有 限 单元 上 任意 阶 的 形状 函数 . 如 图 
3-12 所 示 的 三 角形 单元 , 其 面积 坐标 的 定义 与 二 角形 单元 的 三 条 迎 有 关 , 而 与 定 尽 三 角形 单 
元 的 节点 欧 个 数 是 没有 关系 的 .无 论 如 何 ,高 阶 单元 的 节点 个 数 和 节点 位 置 必须 满足 一 定 的 条 
件 ( 见 题 6.18). 由 面积 坐标 表示 的 形状 函数 可 以 写 为 下 面 的 公式 
N, = ЇЇ F, (Li, La, La) 


ml Рр, 


(6.4) 


这 里 п 表示 三 角形 单元 的 次 序 , 形 状 函 数 的 值 1 h T = fe 0 а ЕЗ ЕЖ. 函数 
Fe 由 通过 除 坐 标点 去 以 外 的 所 有 节点 的 2 条 直线 满足 的 方程 而 得 到 , 式 中 的 分 母 是 Е, 在 坐 
标点 处 的 计算 值 . 


6.4 JN ein 


пее НЕЕ ЕВО, БОНО А т Жж == rh FI Jr ie 
地 计算 面积 积分 .作为 一 种 广义 坐标 , 面积 坐标 是 一 类 正规 坐标 .第 三 章 中 四 节点 矩形 单元 的 
副 度 窟 阵 是 利用 等 价 于 整体 坐标 系 的 局 部 坐标 系 推 得 的 , 及 这 里 所 用 到 的 积分 都 是 由 封闭 形 
式 计算 的 初等 积分 .无 沦 如 何 , 面积 积分 的 应 用 受到 了 复杂 几何 形状 的 限制 ,不 过 可 俯 用 相互 
连接 的 矩形 来 近似 表示 积分 区 域 .本 章 中 将 采用 不 需要 与 整体 坐标 系 保 持 一 致 的 四 边 形 单元 
来 替代 矩形 单元 ,从 而 可 以 将 四 边 形 单元 的 度 用 推广 到 非 符 形 区 域 . 如 果 试 图 采用 整体 坐标 系 
下 的 解析 解 来 给 出 面积 积分 , 甚至 包括 四 过 形 单元 的 面积 积分 ,都 将 是 非常 元 长 的 , 在 有 限 元 
分 析 中 得 到 广泛 应 用 的 广义 坐标 系 则 简化 了 曾 积 积分 的 计算 .这 里 将 整体 坐标 表示 的 局 部 单 
元 区 域 转化 为 边界 位 于 土 1 的 标准 单元 , 并 在 标准 单元 上 进行 数值 积分 运算 . 即 采用 边界 位 于 
+1 的 标准 单元 ,完成 了 可 以 用 来 定义 整体 坐标 系 中 实际 单元 的 几何 形状 和 积分 的 数 慎 计算 ， 
因而 选择 Gauss-Legendre 求 积 公式 (6.2) 计 算数 值 积分 是 十 分 明智 的 ,不 过 必须 给 出 单元 形状 
函数 在 标准 空间 中 的 形式 ,另外 ,将 标准 几何 形状 单元 变换 到 整体 坐标 空间 的 插值 油 数 , Ж 
体 坐 标 系 中 定义 了 实际 单元 的 儿 何 形状 ,一般 情况 下 ,如 上 所 述 的 侍 标 系 和 单元 分 别称 为 基本 
坐标 和 基本 单元 . 


6.5 等 参数 昔 元 


四 边 形 等 参数 单元 

如 上 一 节 中 所 述 , 等 参数 单元 的 基本 性 质 就 是 标准 空间 中 的 单元 满足 适宜 的 结构 .对 于 近 
似 单元 边界 及 内 部 物理 参数 的 插值 函数 , 如 果 两 种 近似 过 程 采用 了 相同 的 节点 位 置 , 则 相应 的 
单元 称 为 等 参数 单元 . 由 此 可 得 , 不 需要 要 求 两 个 近似 多 项 式 欧 次 数 保持 -- 致 .如 果 用 来 确定 
单元 形状 的 节点 个 数 少 于 确定 形状 函数 的 节点 个 数 , 该 单元 称 作 亚 参数 单元 ; 另外 , 如 果 用 来 
确定 单元 形状 的 节点 个 数 多 于 用 来 确定 形状 函数 的 节点 个 数 , 该 单元 称 作 超 参 数 单元 . 本 书 将 
不 对 亚 参 数 单元 和 起 参数 单元 进行 具体 讨论 . 

为 了 建立 其 有 实际 意义 的 问题 的 局 部 刚度 矩阵 , 需要 计算 形状 函数 的 导数 , 在 等 参数 结构 
中 ,不 仅 采 用 播 值 公式 将 局 部 单元 的 形状 转化 到 广义 空间 中 ,同时 也 必须 在 广义 空间 中 计算 相 
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应 的 导数 值 ,为 此 需要 将 坐标 变换 的 数学 关系 写成 函数 的 形式 , 供 数 值 计算 使 用 .需要 请 读者 
们 注意 的 是 ,不 要 将 关于 坐标 变换 的 数学 运算 与 关于 数值 积分 的 数学 运算 相 混 漠 , 例如 形状 丙 
数 导数 的 计算 等 .之 所 以 容易 发 生 混 淆 , 是 由 于 在 等 参数 有 限 单 元 中 ,形状 函数 的 多 项 式 形式 
和 确定 单元 形状 的 播 值 范 数 是 一 致 的 ,并 且 二 者 的 记号 常常 相同 ， 

非 变 形 空间 中 使 用 (&, ?) 坐 标 表示 的 单元 称 为 母 单元 ,而 变形 的 局 部 有 限 单元 是 由 关于 
(г, 3? 坐标 的 坐标 变换 或 插值 冰 数 定义 的 ,其 函数 关系 与 形状 函数 的 形式 相同 ( 见 题 6,5). 由 
于 物理 参数 的 导数 是 (z,?)] 坐 标 系 中 的 函数 , 而 所 应 用 的 却 是 ($, 四) 坐标 系 中 的 单元 ,因此 有 
ДЕН Ж СІН ЖАЗЫЛ ЕХ (ғ, ВОР К, 并 将 这 些 导 函数 转换 成 (z,y) 
坐标 系 中 的 形式 .该 变换 过 程 中 使 用 了 Jacobi 矩阵 ( 见 题 6.6) .经 过 上 述 变 换 以 后 , (&, 四) 坐标 
系 下 确定 单元 形状 的 插值 涌 数 就 完全 确定 了 .对 于 定义 在 ($, 7) 坐 标 系 中 的 形状 冰 数 及 其 导 
数 进行 数值 积分 ,可 以 计算 出 局 部 刚度 甜 阵 ， 
三 角形 等 参数 单元 

就 华 标 变换 的 基本 概念 耐 言 ,关于 四 边 形 单元 的 讨论 内 容 对 三 角形 单元 来 讲 是 同样 有 效 
的 . 然而 , 如 果 采 用 面积 坐标 定义 三 角 闲 单元 的 形状 函数 , 则 两 种 坐标 变换 之 间 仍 存在 着 显著 
的 区 别 . 在 二 维 区 域 中 ,三 个 面积 坐标 可 以 定义 一 个 三 角形 单元 , 但 二 维 区 域 中 母 单元 的 坐标 
RERA ИП $ ЯП ү. 在 这 种 情况 下 , 坐标 变换 的 Jacobi БОНН ЕЕЕ КЕ ЖЕК. 
不 过 , 注意 到 三 个 面积 坐标 是 线性 相关 的 , 其 中 的 一 个 坐标 可 以 由 其 他 两 个 而 积 坐 标的 线性 多 
项 式 表 示 出 来 ,上 述 困难 可 以 迎刃而解 .另外 ,关于 & 和 3 的 未 变形 区 域 的 积分 限 必须 改变 为 
相应 的 三 角形 区 域 的 积分 限 .不 过 ,前 而 已 经 推导 了 具有 一 定 精 度 的 数值 积分 公式 . 题 6.21 讨 
论 了 三 角形 等 参数 单元 . 


6.6 ЧӨ А 


与 其 他 所 有 的 二 维 公式 的 推导 方法 类 似 , 本 书 同样 讨论 了 轴 对 称 问题 的 等 参数 单元 .其 主 
要 区 别 是 体积 积分 必须 替换 为 4 六 = 2rr нах. 

对 于 控制 方程 为 热传导 方程 的 轴 对 称 物理 问题 , 题 3.25 概述 了 其 有 限 元 格式 , ЕБ ШЖ 
分 函数 推导 了 基本 的 有 限 元 方程 .读者 们 可 以 从 本 章 中 看 到 , 等 参数 有 限 单元 和 数值 积分 公开 
的 应 用 ,简化 了 此 类 轴 对 称 问 题 的 分 析 过 程 ， 

第 一 章 简 要 介绍 了 轴 对 称 弹 性 问题 的 控 髓 方程 ,由 式 (3.17), 并 假设 ,= ay/ag=0, 可 以 得 
到 模拟 应 变 - 位 移 的 方程 ; 


_ ди ын _ дш дш ди 
= = о, өз, б 一 z Өн соо, ШЕН (6.5) 
ЖИЕНІН о ТКЖ ЖЕ 
до, де, б, — Сөз 
Әк де t r = 0 (6.6) 
да. 955 4% _ 
Әк + dg + r т (6.7) 


M EW RUE ЕНІ 3.26 给 出 .关于 (rx, е) ТІРЕ КЖФ ир l S JE 3 8 
FILERE КНМ АР Ж, 只 不 过 应 变 项 ИЛЕ T + r 坐标 . 轴 对 称 弹性 等 参 
数 单元 的 表达 式 概括 在 题 6.12 到 6.14 Z rR. 

图 柱 面 坐标 (r,2,=} 中 的 拉 普 拉 斯 算 于 可 以 写 为 

2 2 2 
v= лз + 2, к ЕТ + ТЕ (6.8) 
轴 对 称 表达 式 中 则 删 去 了 对 8 坐标 的 依赖 性 ,第 三 章 中 的 题 3.25 采用 变 分 形式 ,推导 了 这 类 
问题 的 有 限 元 模型 ;采用 Galerkin 形式 可 以 得 到 相同 的 结果 . 题 6. 17 讨论 了 涉及 热传导 、 扩 
散 、 静 电 分布 等 轴 对 称 问 题 . 
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6.1 


6.2 


6.3 


有 限 元 分 析 


例题 详解 


考虑 题 2.9, 采用 Gauss-Legendre 数值 积分 公式 计算 一 维 线 性 有 上限 元 中 体积 力 的 积分 ， 
М ëm 作为 参考 ,需要 计算 的 官 阵 式 为 


А t hrar (a) 


由 式 { 丰 .2), 采 用 n=2 的 两 点 积分 格式 可 以 得 天 其 真 解 .从 a = 2 Bj z = 5 B fy a M рН Ж 
т. 6.10271, Seheid, 1988). 


326.1 Gauss-Legenire 积分 公式 的 积分 点 坐标 和 权 系 数 


ң х W, 
2 + 0.577 350 269 1.000 000 000 
3 0.774 596 669 0.559 555555 
1.000 000 000 0,888 888 BEB 
- 0.774 596 669 0,555 555555 
4 +0.861 136 312 0.347 854 845 
%0.339 981 043 0.652 145 155 
5 +0.538 469 310 0.478 628670 
0.000 000 000 0.558 888 889 
| %0.906 179 845 0.236 726 885 


тА (а) НЯН АНА R АНМНИНОНХХ-ІЖжІМЕЛН, ШІ z = (rL + L)/2 以 及 
dr = 上 dr/2. 要 计算 的 积分 为 
Ее — r)/á 
Ары )/ | (b) 


(r + 1)/4 
将 n=2 竺 的 积分 点 淮 标 和 权 系 数 代入 第 一 项 ,得 到 (具有 五 位 有 效 数字 )】 


(Ая) IDI =- (0.577735)](1) + [1 — (— 0.577735)](1)] = АЛ; 


їл ж DER Н. ЧИА, ВЕНЕВ АЛ,/2. 
ЖИ п = 2 时 的 Gauss-Legendre 积分 公式 求 下 式 的 数值 积分 


ah 212 
J | rydzdy = a 
0-0 


М Е HA == (5+1) 2/2, 0 =adr/2 0 у-(%%1)8/2,4у = 205/2, А ЕТТЕ, 被 
积 式 化 为 


H a KS ab 
ГГ 2 (r+1) > (s + 1) ©, бг 
或 者 ,由 式 人 46.2) 有 


202 42 
а-у) (r; + 1)ш,(з, + 1), (а) 


计算 式 (a), 有 О” 


212 
БҮ: CHE- 0.577735 + 1) wili- 0.577735 + Lwi + (0.577735 + 1) ө9 1 


%.(0.577735 + bywali- 0.577735 + 1) ml + (0.577735 + 1)w]}] (b) 
RAKE, ЗІНІҢ a2b2/4. 


对 如 图 6-1 所 示 的 单元 , 利用 Lagrange 插值 多 项 式 推导 其 一 维 三 节点 形状 函数 ,特别 
地 , 对 于 长 度 为 寺中 间 有 一 个 节点 的 单元 ,给 出 其 具体 的 形状 还 数 ， 


М ЕБ 将 节点 代入 式 16.3), 有 


ялы 等 参数 有 限 元 方法 


) 
b 
! 


Е 6-1 


Cr- rlz — zi) 

ым - ы МЕ C +} 
L. =N, = (жр жу) (ху z.) 
_ (z = rir ~ т) 
Е (2; 一 zi)(x, - т} 
(х-х,}(т—-ух,) 
(хь ш КЕ? 一 г,) 


i xz,=0,z = L /2 #1 z, L 3F ËPAMEY6S 1,203, # 


N _ [xz = L/2)(= = L) N. = z(= — L) N. = xiz — 1/2) 
17 (-L/2)(- L) 2 (L/2XL/2- L) 3 LIL- L/2) 


推导 四 节点 四 边 形 等 参数 单元 的 插值 函数 . 
М EF 由 Lagrange 多 项 式 及 图 5-2, 节 点 1 处 的 插值 
滑 数 是 一 维 空间 中 6= 一 1 和 = - 1 处 形状 函数 的 积 . 
注意 到 插值 函 雪 与 形状 册 数 的 一 致 性 ,节点 1 处 的 形状 
ЕТЕ) 
6-і -1 1-01 - 
№ = Lilu = үрер = 4 n 
类 似 的 ,可 以 推 得 其 他 点 的 形状 函数 ， 
- ‚ ё+1-1 _(1+@ (1-5) 
N; = Lalay = = 4 


Ly = М, = 


(-1.) 


1+1 - 0-1 
+1 9+1 1+ 1 – -1,—1) 1-1 
№ = Laba = {түрүү = DU 2 | (=D 
-1 z1 l- #)(1 + _ 
Na = Lalay = -= 六 о 4) 6-2 


如 图 6-3 所 示 的 平面 玛 边 形 单元 模型 , 利用 由 题 6.4 给 出 的 四 迪 形 盾 值 函数 证 明 坐 标 
点 (z=7.0,y=6.0) 对 应 于 广义 空间 中 的 点 (1,1) ,另外 ,对 &=0.5 和 y= -0.5, 确 定 
其 在 整体 坐标 系 中 的 坐标 . 


Ж F 利用 题 6.4 中 的 记 叶 , 播 值 函数 可 以 写 为 如 下 的 形式 ， 


ж = Ум у = Ум, (а) 
r=1 -і 
或 
xz 二 (6G-DDzt+ 二 (+ 人 (1- 信 zt 二 (LetL+ тз 二 (1 一人 (1+ рац (b) 
>= Га- 80- pata +a- pat as ғаз g); + (a= PAL g) ya (с) 


ETEM, 代入 整体 坐标 条 中 的 坐标 值 ,有 
z=+ü-00-90) + р)65.5)+ 101+ D+ дажа) (а) 


yO DD + (1+ рв) (9) 


HESIA у= RARE (е), ТЖ ЕНИН хо sl .注意 到 式 (d) 中 除了 相应 于 节点 3 的 第 三 
项 外 , 其 他 项 均 为 零 ; 类 似 的 , 式 { 提 中 除了 相应 站 节点 3 的 第 三 项 外, 其 他 项 也 为 零 . 由 此 可 见 ,插入 
函数 和 形状 应 数 是 相间 的 . 当 &=1 和 #9=1 时 ,有 N;=1 和 和 Ni=N,=N,=0. 

将 &=0.5 和 = -0.5 代 入 式 (由 和 式 {e), 计 算得 到 上 =5.0313 和 y= 二 3.75, 可 以 容易 地 证 明 ， 


- 124. # H ú 2 $t 


-1,-1 


1—1 
дау, ШЙ &, 2 El 


0,0 4,0 80 х 
х,у 学 标 空间 


Ё 6-3 


这 些 解 表示 了 关于 单元 边界 上 和 单元 内 部 节点 位 置 的 线性 变换 . 
6.6 如 图 6-4(a) 所 示 的 等 参数 母 单元 和 相应 的 如 图 6-4(b) 所 示 的 等 参数 变形 单元 , 试 求 出 
关于 初始 坐标 r, y 的 偏 导数 与 关于 广 关 坐标 ,5 的 篇 导数 之 间 的 变换 关系 . 


(by 变形 单元 
图 6-4 
М ЕР 如 题 6.4 所 述 ,关于 E g HERRAR H 
ЖЕ 6.5 (а), И ё, ?坐标 为 自 变 基 的 х, y ЖОН 
х= х(№) = (6,4) у= у(М) = yc) (Ni 为 插值 函数 ) (b) 


由 链 式 法 则 ,形状 函数 的 导数 可 以 表示 为 


ƏN, AN; 3x , BN, 2y 
a T Әу 96” ау 9: 
ӘМ, LIN, ах, 2N; ау 


9) — Әх 97 dy дт 


КИР [22% | 
ам/9ң 7 LETEA Әу/ау аМ,/2у (a) 


将 右 式 中 的 第 一 个 矩阵 证 为 1, 并 称 之 为 Jaeobi ERE 


(r) 


式 (c) 的 矩阵 形式 为 
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4125. 


6.8 


6.9 


Әді ду 
д 3 

J= В | (©) 
Эк Әу 


д 94 
Ж (ан ЧЕ Е ЈН ыа ГІІЗЕ-БӨСТГЕНІ АРД ЕР 


Е а а ә 

ЕРЕ СЕ E m" 

aN; әм” jaz әз| |әм, 

H 6.s RODRA (Р), ФЕ] 5 ЖО 

[әм] [мәң мам, J гәм, 

а 之 оро әв» әг (о) 
= g 

ам, 12N, л ӘМ; ӘМ; 

ЕТІ > 2 > àq” 97 


注意 ,Jacobi EPH N, АЕ} НАНА ВА Ж, ПО) BL rh ËJ N, 是 形状 函数 ,关于 四 边 形 有 眼 单元 
В (g) #Л1Ш1Ё РЕ ЯП ЁК РЕ БЕКЕН, 且 这 里 的 单元 是 等 参数 单元 . 亚 参 数 有 限 单元 的 构 
造形 式 也 是 完全 一 样 的 , 只 不 过 其 Jacobi Ж EE rB 65 N, nÍ E RYE ЗЕР Айы НИ 
ЖО), 并 坪 询 矢量 中 的 Ni 可 以 是 对 应 于 任何 凶 个 节点 的 形状 还 数 { 例 如 ,是 6.24 的 妃 点 单元 ). 
另外 ,为 了 计算 面积 积分 ,在 无 穷 小 的 单元 上 定义 

ахау = | det J | dtd (h) 


这 里 |det JÆ Jacobi 矩阵 的 行列 式 . 
计算 四 节点 等 参数 有 限 元 的 Jacobi Ж. 


Ж EF 由 题 6.4 定 义 的 插值 函数 及 题 6,6 式 (g) 定 义 的 Jacobi SE E, ЖЕ Jacobi ИЕТІН рі 
个 矩阵 的 乘积 


SUaN/at) 
J = 1 Tiy] 
S (N/an) 


Жү у 
afl- (1-9) (14%) -{(1+ ||» >» 
1-1] | 


(a) 
-0-8 -U+ 0+8 а-а i 


ғу Уз 

Га Y4 

此 处 定义 的 J ӘРИ ЕНЕ ЯСЫ ЕЖЕН ЕЕ АІ ха Пах п 为 单元 形状 
变换 用 到 的 节点 救 . 对 于 定 文 在 (z, у) И у ваза 式 (a) 可 用 来 计算 了 在 (8. рин КИРЕ 
式 .在 有 限 元 分 析 当 中 , 式 (a) 也 可 以 用 来 将 数 信 积 分 和 局 部 刚度 年 阵 的 计算 联系 起 来 . 

题 3.4 和 3.5 给 出 了 推导 热传导 问题 局 部 刚度 矩阵 的 基本 理论 , 即 


[K] = | :BILkI[Blidzdy (a) 


这 里 [B] = [LUN]( 和 参见 题 3.4 (e) ,矩阵 [B] 对 应 于 题 6.6 等 式 (g) 的 左 端 项 . 试 给 
出 四 节点 四 边 形 等 参数 单元 的 矩阵 [B] 的 表达 式 . 
Ң кғЕы:-ам, 6.6 Л.Я 


кн 9№ Әх 9М/2ү та Е reJ Гом ам,/ге аМ,/26 и 
9М,/2у 2№,/ау ӘҺМ;/Әу ӘМ,/Әу р Ja 5 М i/9y 9М;/8; INAY IN g 


(b) 
1 ЖЭР ЕНУ ЫН НА 6.7 RORE (ЫНША ЖЕ КОЛ © 6.7 (ЕЕЕ 


相同 的 ,值得 注意 的 是 :对 计 每 个 节点 的 自由 度 都 为 的 四 节点 等 参数 单元 ,上 而 的 两 个 矩阵 总 是 -- 
致 的 ;而 式 (b) 表 示 形 状 函 数 ,同时 题 6.7 式 (a) 表 未 单元 变换 的 畏 值 函数 . 式 (b) 是 抠 阵 TB] 的 表示 形 
式 . 


如 图 6-5 所 示 四 边 形 单元 . 试 利用 题 6.8 式 (a) 给 出 的 定义 ,计算 热传导 问题 的 刚度 矩 
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阵 . 这 里 假设 热传导 率 为 = А = k= ТВ МЭС ЖЕЛ), 单元 的 厚度 为 1.{ 这 
里 Btu 表示 英国 热 且 单位 ,等 于 252 F.) 


(4,6) 


(14) — 


5,9 


(2.1) 


ІҢ 6-5 


R е 是 中 的 母 单元 如 图 6-5 所 示 , 这 里 将 采用 2x2 的 Gas 求 积 公式 计算 积分 ,其 数值 积分 过 
程 与 题 6.2 中 的 式 (a) 类 似 . 对 图 6-5 中 的 每 一 个 Gaus 点 , 必须 计算 如 题 6.8 F (ЕЗІНЕ 
[B] ,每 次 计算 出 矩阵 {B] 之 后 ,就 可 以 计算 出 刚 庶 矩阵 的 一 部 分 [B]T[k][B], 将 与 所 有 四 个 Gauss 点 
Жм ЕЕРЕГЕГІК (БІН, 则 得 到 最 终 的 网 谋 和 矩阵. 因而, 计算 过 程 需 要 尽量 的 细致 ,请 读者 们 注 
意 ,在 进行 计算 机 程序 设计 时 ,需要 采用 几 套 循环 语句 .对 于 2x2 的 Gauss 求 积 公式 ,应 该 在 I 从 1 变 
化 到 2 ВЕРН, КА S АЧЕН А 1 变化 到 2. 在 计算 每 一 个 Gaus 点 处 的 矩阵 [B] 之 前 ,需要 先 计 
算 该 Gauss 点 处 坐标 变换 的 Jacobi Ж. 实际 上 ,该 矩阵 可 以 由 问题 6.7 式 (a) 计 算得 到 ,定义 在 (x,y) 
坐标 系 中 的 有 限 单 元 的 二 阶 抵 阵 可 以 由 图 6-5 经 计算 得 到 


2 1 
5 2 
4 6 (a) 
1 4 
Gauss 点 1; 
该 Gauss 点 的 坐标 由 表 6-1 得 到 , 其 位 置 如 图 6-5 所 示 . 设 各 -= = 0.57735, у= — 0.57735, 


由 题 6.7 式 (a} 计 算得 到 的 Jacobi 矩阵 为 
Л; =-11- а- ЗЕР %(1- ЕУ! + (1% ЕЖ - (1 + ЕЗІ 


Ju =F- (1 + 0.57735)(2) + (1 + 0.57735)(5) + (1 — 0.57735)(4) — (1 — 0.57735)(1)] 


十 [- 3.15470 + 7.88675 + 1.69060 — 0.42265] = 1.50 


4 
ЖШ) 
Лә =L- (1 + 0,57735)(1) + (1 + 0.57735)(2) + (1 - 0.57735)(6) — (1 — 0.57735)(4)] 
=+- 1.57735 + 3,15470 + 2.53590 — 1.69060] = 0.60566 
1», =4[- (1 + 0.57735)(2) — (1 — 0.57735)(5) + (1 — 0.57735)(4) + (1 + 0.57735)(1)] 


t- 3.15470 — 2.11325 + 1.69060 + 1.57735} =- 0.5 


Hl 


Га = +[— (1 + 0.57735)(1) - (1 — 0.57735)(2) + (1 — 0.57735)(6) + (1 + 0.57735)(4)] 


ялы ”等 参数 有 限 元 方法 
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Г-1.57735- 0.84530 + 2.53590 + 6.3094] = 1.60566 


f -[ 1.5 0.605661 
— 0.5 1.60566 
фар ПЕ, J ВАЕ РЕЗУС Е 1.14) 
| Ja ~ М 
这 里 Idet J| = Juda- Ја (c) 
ЖАНА (с) (Ъ)#Ю®] det J| = 2.71133, ЖН. 

[0.9221 _ 0.22338] 
0.18441 0.55324 
B dA =dzdy= |det Ј14 19 = |det Ја, уа, е = 2.71133, 并 且 权 包含 在 计算 之 中 .注意 ,2xX 2Gauss 

积分 的 权 为 1. 


AECE ERR КИЙ ЖЕ АЖО TA ИТЕЛЕ 6.8 СЪ РАЕВ). 其 中 的 元 案值 与 上 上 面 
用 来 计算 J 的 值 相同 (六 题 6.8). 


(9) 


0.59221 o 0-223938] f- 1,57735 1.57735 0.42265 70.4265) 
[Bh = [0 issar 0.45324--— 1.57735 -0.42265 (0.42265 1.57735 (е) 
Би 0.25713 0.03897 70-13066 
[B], = - 0.29088 0.01426 0.07794 0.19868 
Gauss ДІ ХАЈА ЛАНЫ Ж 
[K]; -ІВІТКІВІ,4А 
其 中 34 的 定 六 已 在 前 面 给 出 .从 而 ,有 
0.28676 – 0.11265 - 0.07684 — 0.09728 
0. 17982 0.03018 - 0.09735 
IK]: = . (D 
Symmetric 0.02059 0.02606 
0.16857 
ИТИ а ТӨНЕ Gauss 点 的 计算 . 
Gauss 点 2: 
%-і-- 0.57735 Ж р.ә) = 0.57735 
-| 1.5 0.89434] a [056227 ~ 0.31918] 
-0.5 1.60566 0.17509 0.52527 
| det J | = 2.85567 
-( 0.06409 0.09250 0.18863 10:245201 
lB]; = -0.22564 ~ 0.03700 0.12455 0.13809 
0.15711 0.04077 - 0.04573 - 0.15216 
[KJ = 0.02834 0.03667 -9.10578 ч) 
对 称 0.14591 -0.13685 
0.39479 
Gauss 点 3; 


5-:- 0.57735 和 ps1 = 0.57735 

Р -| 1.5 0.605667 12 [9.60240 0.19267 

-0.5 1.89434 0.15902 0.47705 

| det 1 (= 3.14434 

(8), = [= 0.21722 0.31353 — 0.01230 = 0-084017 
-0.11311 -0.12541 0.20492 0.03360 

0.18859 -0.16954 -0.06448 0.45428 

0.35855 -0.09293 -0.09607 (h) 
对 称 0.1325] 0.02490 
0.0257 


[K]; 


138- 


AR 


Gauss 点 4; 
Ё) = 0.57735 和 у= 0.57735 
[ 1.5 0.89434 a [° 57602 = 0.27945] 
-0.5 1.89434 0.15204 0.45611 
| det J | = 3,28868 
- 0.03213 0.16810 0.11991 - 0.25588] 
- 0.06426 – 0.16380 0.23982 – 0.01176 
0.01697 0.01685 -0.06334 0.02952 
(0.18116 - 0.06289 - 0.13512 
对 称 0.23642 - 0.11018 
0.21577 


J = 
LB} = [ 


[Ki = 


Ж ИЕ НЕ СР) (а) (MURRO HA: 
.64945 - 0.22456 - 0.25040 - 0.17449 
0.74787 ~ 0.08897 ~ 0.43433 


[K] = 对 称 0.53543 一 0.19606 (0 
0.80488 
6.10 ”在 四 节点 等 参数 单元 中 , 试 将 平面 弹性 问题 的 矩阵 [B] 与 题 6.8 的 热传导 形式 进行 比 


较 ， 


Қ ке 回顾 题 3.10 得 3.11, 平面 弹性 癌 题 中 矩阵 [名 ] 的 形式 为 fa]-[L]LN] 其 中 ,{fL] 由 题 3. 
10 PA WETE R, [NIH ЕЙ 3.11 中 式 (b) 所 定义 .与 问题 3.11 中 式 (c) 相 对 应 的 平面 弹性 问题 中 的 


矩阵 [3] 可 以 写 为 
aN Әх 0 аМ„/ах 0 аһ,/2ж 0 aNald x 0 
[8]= 0 BaNi/ay 0 2М,/8у 0 ам,/2у 0 әм,/Әу (а) 


aNı/ðy 9М,/Әт 49М;/4у ӘМ,/Әд 2ӘҺМ.,/2у ӘМ,/4х ӘМ, ду ӘМ,/Әт 
ЖЕ ВЖ ША б.в PAARIS. ЕРЕЖЕНІ, THEIR НАХ БЗ x 
8 ГАЯН РЕ ЛУЛУ P bJ ЛЖ. 
6.11 对 如 图 6-5 所 示 的 单元 ,推导 关 丁 线性 等 参数 格式 的 平面 弹性 应 力 问 题 的 刚度 矩阵 ， 
ХЕ {ШЖ Е=1.0,, =0.25, 单位 厚度 1 =1. . 
Қ F 这 里 将 采用 2x2 的 Gas 求 积 公式 计算 积分 , 其 中 Тасы HS BE fE 3k ВИИ Б 
题 6.9 中 的 计算 是 一 致 的 .为 说 明 具 体 求解 过 程 , 下 面 将 计算 相对 于 第 一 个 Gauss ЕНІ. 


于 各 图 6-5 БІН Саша sA 1, 设 总 -1= -0.57735, 为 -1 二 – 0. 57735, W] Gauss 点 1 ЖЕРЕ [В] 
献 可 以 表示 为 { 注 :类 似 于 题 6.9 PHBI) 
—D.14544 b 0.25713 0 0.03897 0 - 0. 15066 0 
[B], = 0 – 0.29088 0 0.01426 0 0.07794 0 0. н | 
— 0.29088 -0.14544 0.01426 0.25713 0.07794 0 03807 0.19868 – 0.1506 


ЕҢ (3.6) (3.7) (3. ВУ ИИ ЖЕ a MEMEC]: 


Сп Са 9 Е/а-,?) ӘЕ/І1-,9 9 1.0667 0.2667 0 
[C]= |C; Ср 0 |= |у.)  Е/й-у) D = ка 1.0667 J 

0 0 су ü 9 Е/241+) 0 0 0. 
Gauss 点 1 ШЕН ИЛИК], = В] С1ГВ1г4А,&# dA =2.71133 ЕЙ 6.9 确定 的 ,这 一 
Н ГЕЯ РЕ 


0.15294 0.07647 – 0.11266 -0.08262 -0.04098 -0.02049 0.00069 0.026641 
0.26765 -0.05633 -0.05256 -0.02049 -0.07172 0.00035 -0.14337 
0.19144 0.00663 0.03019 0.01509 – 0.10897 0.03461 


[K] = 0.07229 0.02214 0.014058 0.05385 —0.03382 
! 0.01098 0.00549 -0.00019 – 0.00714 
对 称 0.01922 -0.00009 0.03842 


0.10846 -0.05411 
0.138772 


хе ”等 参数 有 限 元 方法 


给 出 .重复 上 述 计 算 , 对 Gauss 点 2, 有 名 -1= -9.57735,-:-0.57755,М ЕКІ 


[0.07066 -0.02753 0.02753 -0.02565 0.00472 -0.04254 -0.10298 0.09572] 
0.15977 -0.01860 0.03220 -0.02329 -0.07179 0.06943 -0.12018 
0.02763 -0.09652 0.04789 0.00080 -0.10311 0.02432 
0.01394 0.00784 0.00589 0.02432 -0.05204 
[K] = 0.12611 0.04473 -0.17872 -0.02928 
对 称 0.08789 - 0.00299 - 0.02120 
| 0.38481 -0.09076 
0.19422. 
类 似 的 ,对 Gauss Ñ 2, MF £- = 0.57735, -1 = 0.57735, ЖАҢ УИ BJ WI EF E Ç ЕНЕР 
[0.17435 0.05150 -0.21058 – 0.02176 -0.02019 -0.03557 0.05642 0.00583] 
0.10226 0.00453 -0.03808 - 0.05482 – 0.07438 -0.00121 0.01020 
0, 34948 - 0.08242 - 0.04526 0.05581 - 0.09364 0.02209 
0.17639 0.08210 - 0.09105 0.02209 - 0.04726 
[Kl = 0.05332 — 0.00528 0.01213 - 0.02120 
对 称 0.14103 - 0.01496 0.02440 
0.02509 – 0.00592 
_ 0.01266J 
此 外 ,对 Gaus Җ 4, Ж £ a = 00.57735, п,- = 0.57735, НМ БУЕ ОЧ Fk) ВИ ЕБ ЕЕЕ 
Г0.00905 0.00453 – 0.00510 -0.00959 -0.03379 -0.01689 0.02983 0.02196] 
0.01584 ~ 0.00255 0.02982 -0.01689 -0.05913 0.01492 0.01347 
0.134420 -0.06037 0.019035 0.00952 -0.14836 0.05340 
_ 0.13128 0.03581 -0.11128 0.03416 - 0.04983 
[K], = 0.12609 0.06305 - 0.11134 - 0.08196 
х 0.22066 - 0.05567 - 0.05025 
0.22986 0.00660 
0.086611 
Ж# ОА БК) И КЕЗЕ БЕДЕ КИД А ЗЕ ЕНІ, B 
[0.40701 0.10497 – 0.30074 -0.13962 -0.09023 -0.11550 -0.01603 0.15014 
0.54552 - 0.07296 – 0.02862 -0.11550 -0.27701 0.08348 -0.23988 
0.70296 -0.14268 0.05185 0.08122 - 0.45407 0.13441 
мр 0.39392 0.14789 0.18235 0.13441 – 0.18295 
0.316580 0.10798 -0,27812 – 0.14037 
对 称 0.46880 – 0.07371 – 0.00944 
| 0.74822 - 0.14418 
0.43227 
6.12 对 轴 对 称 弹 性 问题 , 讨论 宅 阵 [B] 的 导数 ， 


解 ” 应 力 - 位 移 关系 的 控制 方程 由 式 (3.17) 给 出 , HP › = af39= 昌 材料 常数 宇 阵 [C] 由 题 3.26 


PACAH ER, ERRER ERER ATER, 可 以 得 到 矩阵 [3], 其 中 算 垃 矩阵 的 形式 是 指 
定 的 .至 于 轴 对 称 弹性 问题 ,其 具体 形式 决定 于 应 力 甜 阵 中 应 力 的 阶 数 或 者 应 变 矩 阵 中 应 变 的 阶 数 . 
在 这 种 情况 下 , 采用 与 题 3.26 АНЕ ЛУ, 从 而 ,类似 于 第 三 章 , 有 |et=[TL][N]1u| .在 这 
里 的 庶 用 中 ,lal 是 对 应 于 四 节点 四 边 形 单 元 八 个 未 知 位 移 的 托 阵 ; 


Err д/а, 0 
w| l/r Ü үм 0 М; 0 мо М, 8 | 
se 0 az L0 м, O N, б N 0 мј" ч) 


ѓах аѓағі 


ЕТІНЕ 有 限 元 分 析 


aN дг 9 аму 9 3Na/ðr 0 aN ðr Ü 
N /> 0 N,/r 0 Nafr 0 Муй 0 
0 ƏN, /2x Ü @М„/4& 0 N/a Ü ӘМ, h) 
ANI/Ar Әму ƏN;/3z 9М,/2ғ ӘМ/2с dNyar 8М,/Ә: 9М,82к 
将 题 6.8 中式 (by 代入 上 面 的 式 (b). 并 分 别 用 + 和 = 代替 zx A y, 可 以 求 出 其 中 的 导数 项 . 形 函 数 关 
于 + 的 导数 项 由 每 点 处 的 形状 卫 数 计算 得 到 ,例如 , E z 对 应 王公 向 坐标 ", 题 6.5 中式 {了 b) 可 以 用 
来 计算 上 面 式 (b) 中 的 7. 题 6.5 中 的 志和 yy 对 应 于 {&, РЕНАН АА Ж Gaus 积分 点 
的 华 标 代入 相应 的 形状 业 数 方程 式 , 计算 得 到 其 体 的 形 阔 数 ( 匈 四 节点 四 边 形 题 6.4). 
6.13 (a) 设 采用 如 图 6-6 所 示 的 五 个 单元 模型 求解 题 6.29 和 6.30 所 述 的 长 圆 简 , 圆 简 的 
内 ,外 径 分 别 为 1 in 和 2 in, 办 对 称 的 内 部 压力 荷载 为 1000 lbyin?. 试 计算 相应 于 单元 
I 的 和 矩 阵 [B] 及 局 部 刚度 答 阵 ,并 将 径 向 位 移 的 计算 解 与 真 解 进行 比较 .这 里 EE=1.0 
Уһ, у= 0.3. 
(b) 将 采用 五 个 单元 模型 求解 得 到 的 结果 与 采用 干 个 单元 模型 求解 得 到 的 结果 进行 比 
较 ( 见 图 6-6). 


628.32ib , 


— 


[B] = [LJIN] = 


02in 
62832 Ib 
a] ү | | 
1.4 10 
20 in _ 
заз 
z 
轴 对 称 
模型 | 
lin [ 


3141615 6 38 10 R 14 18 1 00 2 
2 
ofe lI T 
1 
314.16 3 5 7 9 13 15717 19 21 
十 单元 的 模型 


图 6-6 


М 同人 图 66 中 的 五 个 单元 都 是 正方 形 单元 , 其 迪 长 为 0.2 in. 在 推导 轴 对 称 有 限 元 模型 的 过 
程 中 ,积分 面积 为 2xrdrdz, 因 而 请 要 将 内 部 压力 沿 回 简 的 内 侧 进 行 分 配 . 故 力 荷载 转化 成 节 点 荷载 
为 (1000 лп?) (29) (1 іп) (0.2 in) = 1265.64 tb, 该 力 的 二 分 之 -- 分 别 作 用 于 节点 1 和 2. 

对 应 于 单元 工 的 扰 阵 [B] 是 与 题 6. 12 式 人 b) 对 应 的 4x8 阶 矩阵 ,由 E-i = -0.57735 ЖІ р. - 
- 0.57735, Gauss 点 1 ФВ ЕЕГҺТЕ 


Жл ”等 参数 有 限 元 方法 


- 141 ° 


6.14 


- 3,9434 0 3.9434 0 1.0566 0 =- 1.0566 0 
[В] 0,5968 0 0.1599 ü 0.0428 4 0.1599 0 
© Ü - 3.9424 9 - 1.0566 0 1.0566 0 3.9434 


-3.9434 -3.9434 - 1.0566 3.9434 1.0566 1.0566 3.9434 .- 1.0566 
注意 到 ,与 题 6.11 禄 同 ,整体 刚度 第 阵 是 由 由 部 分 组 成 的 .每 个 积分 点 对 应 着 一 个 单独 的 矩阵 p. 单 
元 工 的 刚度 矩阵 是 8x8 Ert Pk kp BE: 


3.74129 1.49024 - 2.64114 0.32221 - 1.98513 -1.61107 0.60193 – 0.20136 
3.84644 - 0.34235 0.66457 -1.71177 -1.99370 0.20138 - 2.51730 

4.30205 - 1.83200 0.76148 0.46318 - 1.98514 1.71177 

4.12838 — 0.46318 -2.79924 1.61107 – 1.99370 

| 4.30205 - 1.83260 --2.64114 0.34235 
яғ 4.12838 -0.32221 0.66457 

3.74129 - 1.49024 

3.84644 


ШЗОФНТИНИНЕН Н Ж ЖЕ 6.2 记 示 ,注意 到 该 间 题 在 z ТЫ УБК Б ТУ `S 
ЗАЎ ИОА ВЕКАТ И СҮ. 

(b) ОЕ ААУ ЕО 1х0. 的 正方 形 单元 ,节点 1 32 处 的 荷载 是 314.16 E, 计算 结果 
ER 6.2 中 给 出 . 表 6.2 中 列 出 的 较 大 的 位 称 结 果 涪 明了 材料 常数 E= A. 0 磅 /英寸 ? 所 起 的 作用 . 


# 6. МӘНІНЕ Сп) 


r 下 个 单元 节点 ГА о 节点 КЕ 

1.0 1894.35 1,2 1903.82 1,2 ! 1906.67 
11 1763.64 3,4 1 1766.42 
1.2 1642.63 3,4 1649.94 5,6 1652.44 
1.3 1556.37 7,8 1558.60 
1.4 1472.46 5,6 | 1478 64 9,10 1480.76 
1.5 ' 1413.57 11,12 1415.55 
1.6 1353.35 7,8 1358.79 13,14 1360. 67 
1.7 1312.50 15,16 1314.27 
1.8 1268.72 9,10 1273.26 17, 18 1274.96 
1.9 1239-98 19,20 1241.61 
2.0 1207.18 11,12 1211.76 21,22 1213.33 


对 题 6. 13 БЕЛҮЕ НЕ [И АЈ, 计算 其 径 向 应 =, ЕЛУ Лор. 
М ағ 利用 问题 6.12 ИЕ BF: B], АА К Y ei ГВ) ЛИН 3.10, 应 力 可 以 计算 
Alei = fC]1el, 但 这 里 的 


lei = |е, cm 6, о] (a) 
却 是 由 题 6.12 中 式 (a]) 表 示 的 应 变 分 布 所 确定 的 .在 有 限 元 格式 中 , 对 所 有 四 个 应 力 都 进行 了 计算 ， 
材料 常数 矩阵 由 题 3.26 给 出 . 当 采 用 等 参数 有 限 单 元 时 , 通常 在 Guass 点 计算 出 相应 的 应 力 , 而 实际 
士 可 以 计算 出 单元 内 任意 点 的 应 力 ( 意 元 内 的 €, q 值 必 须 对 讽 相 应 的 z, У) .将 题 6. 13 БШ 
BEB ОНЫН АН 相 乘 ,得 到 五 个 单元 的 模型 中 单元 [内 Geuss 点 1 的 应 挛 .注意 到 , 对 
ЖТР С ШИК S 
а = Сед 101 Ну шу цу W4 uo w) 


(b) 
= [1894.35 0 1642.63 0 1642.63 0 1894.35 01! 


[е ед є. Enli = (Ві = [- 1258.60 1766.42 © 017 (с) 
应 变 和 位 移 的 结果 太 大 ,以 至 于 不 符合 实际 的 请 况 ААН ЖЕ, АНЫ Е ВУ f 0141 
Jhyim”, 南 实际 材料 的 合理 但 应 该 是 307 lbyin? НА. ИНЕ НӘ (Ж ЛЬ) 


mr] [1.34615 0.57693 0.57692 0 1/-1258.60| (-675.16 
сю | |0.57692 1.34615 0.57692 0 1766.42 | вт) 
a| [0.57692 0.57692 1.34615 0 o| | 292.97 


Ра 0 0 O 0.38462 0 0 


4142. 


有 限 元 分 析 


ІНШІ 6.5 (ЬУ (с), ЗН x Жу 代替 r 及 x, 可 以 计算 出 单元 [ 内 Gauss 点 1 的 科 昨 .并 
E, НЕ 6-59 g= -0.57735 和 у= -0.57738. 


r = T[(1.57735)(1.57735)(1.0) + 00.42265)(1.57735)(1.2) + (0.42265)(0.42265)(1.2) 
+ 


(1.57735)(0.42265)(1.0)] = 1.04226 in 


тс 


((1.57735)(1,52735)(0.0) + (0.42205)(1.57735)(0,2) + (0,42265)(0.42265)(0,2) 


=] 


| 


+ [1.57735)(0.422652(0.0)] = 0.04226 in 
可 以 发 现 ,单元 上 内 Gauss 点 2 的 结果 是 一 样 的 ,对 单元 内 及 其 边界 上 的 任 柯 点 ,可 以 计算 出 该 点 处 
的 应 变 和 上 应力. 无 论 如 何 , X Ë A БИЖ FJ Н TERNE SE PEB) И 了 .新 的 矩阵 B 必须 利用 题 6.12 
中 的 式 (b), 由 对 应 于 r,e 坐标 的 上 坐标 推导 得 出 . 讽 如 ,为 计算 单元 [内 节点 3 ЖЫ НАУ 
于 =+1 和 w= +1. 
对 十 每 个 单元 的 所 有 Gruss 点 处 的 应 力 ,经 计算 所 得 到 的 结果 见 表 6.3 I 6.4. H (3.12) 
сел о(а, + gw] 计算 出 加 向 应 力 的 真 解 为 常数 о. = 220. 


表 6.3 厚 壁 回身 问题 五 单元 模型 的 应 力 分 布 (单位 ,lb/in*) 


一 


有 限 元 解 ня Ë 
фос Gauss 点 r(in) r 
gr сю а Grr от 
1 1.04226 — 675.13 1651.85 293.02 - 894.07 1560.75 
1 1.15774 - 849.19 1245.71 118.95 - 661.43 1928.19 
2 1.24226 - 399.23 1250.15 255.28 - 530.66 1197.33 
2 1.35774 ~ 504.43 1004.68 150.07 - 389.95 1058.02 
3 1.44226 - 222.16 1007.126 235.35 - 297.66 974.32 
3 1.55774 -291.15 | 847.70 166.96 -216.14 882.81 
4 1.64226 - 103.18 849.33 223.85 - 161.40 827.71 
4 1.75774 = 180.11 739.83 176.92 _ 98.22 764. 88 
5 1.84226 - 18.44 740.94 216.75 - 59.53 726.19 
5 1.95774 - 52.03 662.56 183.16 - 14.55 681.21 


Rea 厚 壁 图 简 问 题 十 单元 模型 的 应 力 分 布 (单位 :lbyin2) 


AREE | É Ж 
单元 Gauss 点 r (n) 
Te Пе Byr с. си 
1 г 1.02113 | - 824.22 1663.44 251.76 - 945.38 1612.05 
1 1.07887 - 924.07 1430.47 151.92 - 812.19 1478.85 
2 1.12113 - 635.44 1432.78 239.20 727.44 1394,11 
2 1.12887 = 711.41 1255.52 163.23 - 626.08 1292.75 
3 1.22113 - 489.33 1257.28 230. 38 - 560.83 1227.49 
3 1.27887 -548.47 1119.29 171.24 - 481.91 1148.57 
4 1.32113 - 373.94 1120.65 224.01 ~ 430.59 1097.25 
4 1.37887 ~ 420.88 1011.13 177.08 - 367.95 1034.62 
5 1.42113 - 281.23 1012.21 219.29 - 326.86 993.53 
5 1.47887 -319.11 923.84 181.42 – 276.31 942.98 
b 1.52113 — 205.63 924.71 215.72 — 242.91 909.58 
6 1.57887 - 236.63 852.37 184.72 — 201.53 868.20 
7 1.62113 - 143.16 853.08 212.98 — 174.01 840.68 
7 1.67887 - 168.86 793.13 187.28 - 139.70 806.38 
8 1.72113 -90.97 793.72 210.83 - 116.77 783.44 
8 1.77887 -112.50 243.47 189.29 – 88.02 754.69 
9 1.82113 - 46.91 743.95 209.12 - 68.70 735.36 
9 1.87887 - 65.13 701.43 190. 89 -44.37 711.03 
10 1,92113 - 9.36 701.85 207.75 -27.93 694.50 
1.97887 665.3 


第 六 章 kL S upi k 


Erre 


6.15 


6.16 


尽管 是 五 单元 模型, 题 6.13 给 出 的 轴 对 称 贺 简 问 题 的 位 移 解 也 是 相当 准确 的 .但 是 ， 


由 题 6. 14 解 得 的 应 力 , 却 不 其 精确 , 而 是 在 走 解 附近 震 葛 . 试 讨论 轴 对 称 癌 简 问 题 应 
力 的 求解 方法 . 

W = 应 力 解 的 欠 精 确 性 并 不 说 明 有 有 限 元 方法 无 法 给 出 满意 的 解 , 其 缺点 在 子 单元 的 刚 分 方法 . 
在 某 些 应 用 实例 中 ,通过 加 密 单 元 网 格 可 以 提高 解 的 精度 . 也 就 是 说 ,为 了 提高 解 的 精度 , 可 以 使 用 
更 多 的 单元 . 当 单元 数 赵 向 于 无 穷人 时, 有限 元 解 将 收 委 到 让 解 .在 有 限 元 法 的 这 个 庶 月 中 , ЖНЖ 
多 的 单元 可 以 改进 解 的 精度 , 但 无 法 消除 径 向 应 力 er 的 乱 蔓 性 质 . 径 向 应 力 的 计算 公式 足 ev = Cn 
'du/dr + Cuxyr, 这 里 的 第 一 项 取 负 值 ,第 二 项 取 正 值 . 如 果 基 线性 元 ,单元 内 的 所 有 点 处 的 du/dr 
均 为 常数 值 . 当 增加 时 ,位 移 a 减 小 ,从 而 xyr 也 趋向 于 威 小 .在 某 一 个 单元 内 ,最 终结 果 o ME 
r 的 增加 而 增加 . 光 论 如 何 ,读者 需要 参考 题 6.31 并 将 Сазы 点 处 的 应 力 计算 解 与 单元 中 心 点 处 的 
应 力 计算 解 进行 比较 . 

如 困 在 径 向 采用 高 阶 元 ,单元 内 的 导数 项 dujdr 将 可 以 变化 , 因此 有 限 元 分 析 可 以 得 到 有 效 的 
改善 .对 比 题 6.32 中 四 节点 和 八 节点 单元 的 解 , 对 于 有 限 元 分 析 中 用 到 的 两 个 单元 , 线性 元 方法 可 
以 得 到 令 人 满意 的 解 (如 温度 分 布 ), 其 中 节点 处 的 解 是 十 分 重要 的 . 对 于 导数 起 央 定 性 作用 的 应用 
问题 ,读者 需要 注意 线性 元 结构 的 限制 . 

设 图 6-7 中 所 示 的 八 节点 四 边 形 等 参数 单元 受到 均匀 压力 荷载 的 作用 , 即 在 由 节点 1, 
8,4 确定 的 边界 上 受到 沿 x 方向 的 力 p, = 1.0 的 作用 . 试 采用 三 点 Guas 求 积 公式 , 计 
算 每 个 节点 所 受到 的 压力 荷 载 的 分 布 情况 . 


图 6-7 


# ке 计算 格式 与 问题 3.12 类 似 . 表 征 荷载 分 布 可 以 表示 为 
| т\з (a) 


WE {тж НИЕ [N] 63k АНЕ ХШ Ж (азы 3.12 中 的 式 (b) 是 相似 的 ,只 不 
过 是 矩阵 的 行 数 是 16 而 不 是 8. 沿 着 由 节点 1,8,4 确定 的 边界 上 所 受到 的 均匀 压力 , 对 应 于 等 参数 
坐标 e= ~1. 除 了 节点 1 8,4 处 以 外 ,形状 函数 的 值 都 为 淮 . 一 般 地 , 式 (a) 可 以 写 为 
ПЕ 0 0000 N 0 090000 Ns үст 
о м O00000 N 000000 о Ne е Е tb) 
对 6= -1, 并 由 表 6.3 给 出 的 了 和 权 函 数 ,可 以 通过 数值 积分 计算 | IN:PD do. B EE 6.25, 可 以 给 
出 形状 函数 . 


N [£ = 1) = w 单一 1 = = ) 


+1 
| Қы pady = |[(— 0.774597}? + 0.7745971(0.555555) + (0 — 0 (0.888888) 
7 (c) 
+ [(0.774597)2 — 0.7745971(0.555555)| р,/2 = 0.333332р, 


类 似 的 ,包括 N. 的 积分 变 为 0.333333p,, 积 分 对 中 心 节点 8 的 贡献 为 0.666667 p, .等 参数 单元 的 则 
长 是 2, 结 果 表 明 每 个 角 上 的 节点 承担 均 名 荷载 的 六 分 之 一 ,而 中 心 节 点 承担 均匀 荷载 的 三 分 之 二 ， 


eIl 
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由 式 (c) 给 出 的 站 果 有 可 能 通过 直接 求 积 得 到 . 

前 面 的 计算 将 作用 力 分 配 天 了 每 一 个 节点 上 , 大 家 应 该 利用 等 参数 格式 的 优点 来 计算 节点 敬 
载 .考虑 图 6.4(b), 等 参数 格式 中 的 dS 下 以 表示 为 插值 函数 . 设 单元 的 厚 诬 ;= 1 或 带 着 ¿ 完成 推导 
过 程 ,并 记 dS = ғат, (WE dL 对 应 于 平面 区 域 的 边界 ), 则 在 得 卡 儿 于 标 系 中 ,有 


dL = [(dz)° + (42712 (d) 
ЖАН 6.6 中 的 式 {b), 将 dz 和 dy BRL, 7) 坐 标 系 中 的 形式 
ах, az ау, 2 
dr = 2244 + 2147 dy = 929+ 2147 (е) 


单元 的 边界 将 对 应 于 上 = +1яй yalik £= -1 则 对 图 6-4 中 的 单元 有 3a/38=0. 利 用 题 6.5 中 
的 式 {a) ,将 式 (e) 改 写 为 


да _ м, 2 _ 

dx 7 294 - > эр9 (í = 13918) (Ü 
ду, ҳам, . 

dy = ЕР - > ҒЫШ) {i = 1918) (g) 


这 里 N, АЛТ ӘЖЕ БАНА РЕ. TEA 6-4(a) 中 表示 的 单元 , БОЙЫН e= -1 
采用 三 点 数值 积分 公式 :对 于 第 一 个 积分 点 , 取 上 = -1,3= -0.774597. 轴 对 称 格式 中 的 dS = 2rr， 
dL, 吕 以 用 来 计算 环线 贺 简 的 整个 周 面 的 压力 分 布 .对 其 他 Gaus 点 重复 以 上 计算 ,最 终结 果 为 三 个 
计算 结果 的 和 . 

例如 ,对 于 图 6-7 中 (z,y) 坐 标 系 下 的 单元 , 取 放 = -1,7= -0.774597, 然后 代入 式 ( 位 和 式 (g) 
得 到 dx =0、dy=0.5, 义 由 式 (d) 有 dL =0.5. 压 力 和 荷载 的 第 -… 部 分 为 

节点 LCN CD 91.) (р) = (0.687298) p, (0. 5)(0.555555) =0.190916p, 

WAK 4: (NaC PAL) (01) = ( - 0.087298) р,(0.5)(0.555555) = -0.024249 p, 
节点 В: (Ne) Ср, dL) (101) = (0.400) p. (0.5)(0.555555) =0.111111р. 

类 似 的 , 取 e= -1, 970.0, П аг = 0.0у= 0.5 Ж] dL = 0.5. ЕЛ ВУЗ А p (BOB w= 
0.888888) 
rm 1:М-0.0 
节点 4: Ni =0.0 
节点 8:(1.0)р,(0.5)(0.885888) -0.44444р, 

第 三 个 积分 点 对 应 于 = -1 ре +0. 774597, ЖН 4:-0,4У- 0.5 ЯП Ш,-0.5,ПІҢ xo, = 
0.55555, 该 点 贡献 的 庄 力 荷载 为 
节点 1: –0.024249р, 

87 4:0.190916р, 
节点 8:0.111111p。 

以 上 三 点 贡献 的 荷载 之 和 为 总 荷载 ,经 计算 有 ,节点 1 和 4 处 的 总 荷载 为 0.166667p,, 节 点 8 处 的 总 
荷载 为 0.666666 户 . 
讨论 题 2. 19 和 题 6.37 中 轴 对 称 静 电 分 布 的 等 参数 有 限 元 格式 . 

Қ EF 在 讨论 Laplace 算 于 以 前 , 本 书 在 前 面 的 问题 中 研究 了 轴 对 称 弹 性 问题 . 但 是 , 物理 问题 的 
有 限 元 格式 包括 所 涉及 的 Laplace 算 子 都 有 可 能 产生 一 种 误导 ,考虑 式 (6.8), 注 意 到 控制 方程 中 不 
仅 含有 形状 函数 以 及 其 导数 项 , 而 且 还 有 其 导数 与 笃 标 的 商 .无 论 如 何 , 题 3.25 和 6.37 中 的 表达 式 
ЖН] ТЕ [Б] Б) E БЕГЕ ЖЕНЫ М ДЕШН 阵 表达 式 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 是 一 致 的 , 只 是 
dV 的 定义 有 所 不 同 罢 了 . 表达 式 相同 只 是 一 种 巧合 ,请 大 家 不 要 误 以 为 包含 Laplace 算 子 的 问题 在 
轴 对 称 圆柱 化 标 系 和 箔 卡 儿 举 标 系 中 的 表达 式 是 没有 区 别 的 . 

对 于 线性 三 角形 等 参数 单元 及 高 阶 三 角形 等 参数 单元 ， 分 别 讨 论 其 节点 位 置 和 面积 坐 
标 . 

Ы EF 如 图 6-8 所 示 的 线性 元 、- 次 元 和 三 次 苑 .其 节点 的 编号 顺序 是 任意 的 , 但 是 通常 顶点 的 
编号 为 1, 2 和 3, 而 边线 上 的 内 点 则 从 节点 1 和 2 之 间 的 点 4 开始 进行 编号 .对 子 任 意 阶 的 三 角形 单 
元 , 其 面积 坐标 对 几 于 图 3-12. 例如 , MERER L, 的 值 自 节点 2 的 对 边 开始 增 大 .内 部 节点 位 于 与 
三 个 顶点 距离 相等 的 地 方 ,三 次 元 中 在 单元 边 上 的 节点 位 于 边 长 的 三 分 之 一 处 . 

题 3.2 在 推导 线性 三 角形 有 限 单元 上 的 插值 函数 时 , 假设 关于 z, y 的 线性 函数 为 


жле ”等 参数 有 限 元 方法 


(а) 一 次 


(9) 帕斯卡 三 角形 
6-8 


$ = C, + Cir + Cay (a) 

Am ЯЕ с ЕР РЁ Ж bu k ta ААРА n) Bë B РЕЛІ КЛИ, Ер 

$ = C, + Cyr + Czy + Сух? + Сулу + Cey? (b) 
ОВИ P АНК К Ы 6-а) Br ФАТ ЖИНАЛУ. = W = fB B: sü E 6538 
оа ӨНГЕН ЖЕЛЕ, КИН К, $r R ASW E= TI SHE S£ It а 
十 项 .因此 ,图 6-8(e) 中 的 三 次 元 必须 有 十 个 相应 的 节点 ,其 中 第 十 个 节点 位 于 三 角形 单元 的 形 心 . 
利用 关于 т, у 的 插值 医 数 来 推导 形 函 数 成 为 一 项 袍 长 的 工作 , 式 (6. 和 众 及 面积 坐标 的 应 用 简化 了 
刚度 矩阵 的 推导 和 构造 ， 
利用 节点 数量 与 满足 帕斯卡 三 角形 要 求 的 完全 多 项 式 表 示 形 式 之 间 的 关系 ,讨论 高 阶 
等 参数 单元 中 的 捅 值 多 项 式 ,特别 的 , 将 六 节点 二 次 三 角形 单元 . 八 节 点 协调 元 和 九 节 
点 Lagrange 单元 进行 比较 ， 


Ж ЕР 由 于 这 些 单元 的 每 个 边 上 都 有 三 个 节点 ,所 以 它们 者 可 以 祝 为 二 次 元 . 题 6.18 对 三 角形 
单元 进行 了 讨 沦 , 其 中 相应 的 插值 函数 包含 有 所 有 可 能 出 现 的 二 次 项 { 见 题 6,18 式 (b)) ,而 且 没 有 
更 高 阶 的 项 . 

对 八 节 点 协调 元 的 形 函 数 进行 研究 后 发 现 , 其 中 除 含 有 线性 项 和 二 次 项 的 六 个 常数 以 外 ,还 合 
有 两 个 三 次 项 .也 就 是 说 , 八 节 点 单元 上 的 插值 多 项 式 含有 八 项 , 其 中 的 三 次 项 为 2 , 和 Р.А 
Lagrange ОИ КІН НІШ 6.2455, 其 形状 函数 有 两 个 附加 的 三 次 项 和 一 个 四 次 项 ,它们 分 别 
为 Ëy, ар Fl 822. 

я Pr же, ЛА хі ЫНА P Wa EZA EER, E b НЕ ЖООСУ 52 ФИ de rfi z 
形式 .无 论 如 何 ,满足 帕斯卡 三 角形 的 完全 性 要 求 是 最 可 能 的 选择 .高 阶 Lagrange 单元 中 使 用 过 多 的 
内 部 节点 将 使 方法 难以 得 到 较 好 的 收 笋 性 , 因而 需要 尽量 的 避免 合用 过 多 的 内 部 节点 .其 他 内 容 清 
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6.20 


6.21 


ЖЕН Burnert( 1987) 8 Zienkiewicz 和 Taylorf 19891 的 书 . 
如 图 6-8 所 示 的 二 次 三 角形 有 限 元 及 二 次 三 角形 有 限 元 ,采用 面积 坐标 袁 示 其 形状 函 
Ж N4. 
W E 本 二 次 元 如 图 6-9( 省 所 示 , 三 角形 的 防 为 ma=3 1, 因 而 有 两 条 直线 通过 队 上 节点 4 以 外 的 所 
有 其 他 节点 ,也 就 是 图 中 通过 节点 2,5 和 3 的 = 人 D0, 以 及 通过 节点 1,6 和 3 的 工 ，=0. 节 点 4 的 面 
积 华 标 为 = La = Үй L+ =0 .由 式 (6.4)， N, 可 以 表示 为 配 项 的 积 ， 
N, = Ба [= °] = 4L Lo 

2 2 

ОН АА T sb — ЖЮ Ж r I БЕЛЕ ay T Kilit Н 4 的 值 . 


图 6-9 


ЮИ з. 6-90), ЕЯІ,-ө,1,-412-0 的 并 集 包括 了 除 节点 4 以 外 的 
所 有 其 他 节点 .节点 4 的 面积 坐标 为 工 ; = 4. L= 二 和 工 ;=0. 将 上 述 条 伴 代 入 式 (6.4), 得 


1 
“а ТЕН 
М, 一 | 2 1 2 _ 1 - 2 LiL2zt3L) = 1) 


3 3 3 3 
三 池 点 三 角形 单元 的 面积 坐标 和 积分 格式 已 经 在 第 三 章 的 题 3.16 和 3.17 进行 了 介 
绍 .对 于 高 阶 三 角形 单元 ,采用 等 参数 格式 有 利于 问题 的 解决 .而 对 于 四 边 形 单元 , (т, 
y) 坐 怀 系 中 的 变形 单元 可 以 投影 到 母 单元 中 去 , 从 而 可 以 采用 一 般 的 积分 程序 计算 刚 
度 积分 , 试 讨论 等 参数 三 角形 单元 关于 面积 坐标 的 坐标 变换 关系 ， 
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# ТЕ ?еппезгіс? 和 Taylor(1989) 使 用 的 方法 有 十 于 吉 免 在 推导 过 程 中 发 生 混淆 .由 于 二 维 单 
元 有 三 个 面积 坐标 ,而 . ERRARTE у 和 ,因而 母 单元 应 该 是 二 维 空间 (四 边 形 为 二 
和 р). ШЙ 3.16, АЛЫ ҒӘ ЕНІН Аф, 这 是 因为 工 + L+ L = L.E X 


£ = Li = 则 L3 = 1- ë — 9 (а) 
从 而 题 6.6 中 的 式 (c) 至 式 {f) 及 式 (h) 是 有 效 的 . 形 钞 数 是 L a, L, 及 了 工 ; 的 函数 , 即 
N, = N,(L,, La, Ls) (b) 


设 由 式 (a) 定 区 的 8 不 依赖 于 式 (b) 中 的 L, (b) ñ ЖОМ 
ƏN; ƏN, 3L} 9М,21., ам, Ls 


3g “эту 2g эг, аё 121, IE (е) 
HN (а), ж (с) АТР 
aL aL 91. 
ЕНЕ l аё -0 ЕН --41 
СУНАН 
Әм, ӘМ, ам, 
ae “ 911 аг. (4) 
Ж, 8 


24 791,7 21, (е) 
Jacobi 矩阵 可 以 写成 恶 6.6 (ш) 
- ам, ӘМ, 
У зр D pe” 
ә - (D 


式 (全 是 由 定义 式 (d) 和 {e) 计 算得 到 的 ， 

如 图 6-10{#) 所 订 的 三 角形 单元 .对 于 题 3.18 和 3.19 中 的 对 流 项 , 试 利用 等 参数 格式 
计算 其 在 刚度 矩阵 中 的 相应 项 ;如 图 6-10(b) 所 示 的 三 角形 单元 的 积分 结果 , 举例 说 明 
线性 积分 格式 和 二 次 积分 格式 的 用 法 ， 

Ë ағ 被 积 函 数 是 古 3.18 中 的 式 {b) . 设 单位 值 为 *, 为 便于 引用 ,该 函数 为 


Мі N. 
|, 


N; N> 
N: N; 
回 租 第 三 章 或 题 6.42, 线性 形状 函数 和 面积 坐标 间 满 足 等 式 ; 
х= Мк = [L, L; Lsllz, za xdT=- 工 +313 + Ls 
y = Li + 3L; + 5L, 
ЖОЖ ӘЖ, ИПИ И HBD 6.21 中 的 式 (日 给 出 的 Jacobi ЖЕН. Ж 6.21 中 的 
ХО (е), A 


(a) 


B "| 8М;/Әт КО 
Ü ч,412М5,/84у ам,/ау ӘМуау 


x 


ам, эм, ƏN, 1-6 
аё а ala 


ам 2N; ЖЫ” 
ag II aL, | 


ӘМ; әм, Әму” 
эг; 7217 21,7071 


әм, ӘМ ЭМ о 


a} 521,7 д TOTI 
ӘМ, 9М, ƏN. 1 
2,721,701, 5179 
ӘМ, ам, әм 

Му ӨМ ам, ы 


ay С Əla Alz ` 
Ju = GXi) + (043) + (— 101) = 0 Ла = 41001) + (0203) + (~ 1)(5) --4 
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(1,5) Xa. J3 


> 一 次 a бо i 1 
а } j 84 
二 次 b Y ú ! і 


Е с 02 06 02 | Š 


(b) 


В 6-10 


іл = 00001) + (1){3)+ С- 030) ғ2 Jx = (0)(1) +(1)(3) + (- 12605) = - 2 


-1 4 
0 -4 4 2 
= -1— = = 
和 了 И 5] J É: | ldet J| =8=2A (с) 
4 


这 就 得 到 了 坐标 变换 的 Jacobi ЖЕ, КЕТИ. (а) {ЛИЕ РЕ. 类似 于 题 6.6 中 式 (g) 的 计算 ， 
由 上 面 的 式 (b) 和 式 (ecj, 有 


(4) 


кк аМм,аз әмме | а 0 0 - 
8аМ/Әу 9М,/Әу әмуау 1 81-14 


күз фе 
> ej] 

ь | + | 
L- —] 
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联合 式 td) 和 式 (a), 得 到 数 信 积分 被 积 项 的 最 终 撒 式 ， 
E Latu, t g) 1ла,/2 CLAN, + u,) 
《一 L:y/4)(u, + ty) ілш,/2 (1,,/4)(3и„ + u,) (e) 
(= Lallu, + u.) Laul? (13574) (3а. + uy) 
利用 图 6- 100) ЕТА ЧА ЯНА, ЗЕЙ T WEF Si РЕВА ny 将 积分 中 写成 面积 坐标 
的 形式 ,加 权 积 分 近似 为 


| | | Th арлат, = У) Зав а Ја) G 
üz g кті 
这 里 ww 为 权 , 工 1,、1z, 和 荆 ,为 样本 点 . 记 住 函数 式 (a) 是 定义 在 (x,y) 华 标 系 中 的 函数 , dA = dredy, 


并 且 在 新 坐标 系 中 dA = |det JldLidL- 考 感 式 (e] 的 第 一 项 以 及 线性 积分 格式 ,将 于 代 入 每 一 个 
Li, 并 由 mw = ERA Li 出 现在 第 一 项 中 , 即 
1 


5 + 
Ku =- 00) ——(и,+ и„)(8) =- шт 


类 似 的 ,有 

к» = 00 E. Тав) = 22 
ЖАРЧА, ПНВ, ЕЗ E ӨЛЕН], FADE 3.39 给 出 的 真 解 , 可 以 检查 线性 
积分 的 正确 性 , HARY 


ні) + ис 
Кц = 6 > bi = ур = ys = - 2 cı = zs іҙ--2 


и, + uj 
К, = — — 
п = 


3 
ЯЛ ТҮН ЭД 


ЛЕТ ИЖ. 


如 果 对 Ki 采用 二 次 积分 格式 .由 图 6- 10Cb), 取 L, 分 别 为 二 ,二 和 0, 以 及 内 = 二, 有 
x 


h. 十 zu 
Ку, = = 
H 


(g) 
3 

SPP el ГЕ, 其余 项 可 类 似 地 进行 计算 , хн DƏ Мз] ЕЕ = ДЖ ЛШ @, Ж 
用 线性 积分 格式 足 可 以 得 到 真 解 .然而 , 通过 题 6.43 的 学 习 , ERAR ЕЕЕ 
( 投 有 撒 阔 数 的 导数 ) 的 情况 ,线性 积分 格式 无 法 给 出 其 精 诡 解 ， 


补充 习题 


对 如 图 6.11 所 示 的 六 节点 单元 , 利用 Lagrange 插值 多 项 式 推导 其 形状 函数 

对 如 图 6-12 所 示 的 九 节点 单元 , 利用 关于 ( Е, р) АА АВО Lagrange 插值 多 项 式 以 及 图 中 所 示 的 节点 编 
ЕЕЕ, 推导 其 形状 函数 . 

对 如 图 6-7 所 示 的 八 节点 等 参数 单元 , 利用 关于 (#, p EIRA Lagrange 插值 和 多 项 式 以 及 图 中 所 示 的 节 
点 编号 顺序 , 推导 其 形状 函数 — 

设 抢 形 单元 的 边 平行 于 笛 卡 九 坐标 系 的 z BU у 轴 , 试 推导 相应 的 Jacobi 矩阵 并 计算 其 行 别 趟 的 值 . 
对 题 6.26 中 定义 的 矩形 单元 ,计算 题 6.7 中 式 fh) 的 值 . 

利用 四 节点 等 参数 格式 , 推导 平面 弹性 题 3.13 的 刚度 矩阵 . 设 "=0.3, 分 别 求 出 代入 位 移 按 界 条 件 之 
前 .之 后 的 结果 . 


在 弹性 理论 中 , 轴 对 称 压力 荷载 下 摩 壁 贺 简 上 的 应 力 分 析 是 一 个 重要 的 问题 ,由 于 有 载 是 轴 对 称 的 ， 


.149 - 


. 150 - 


ERGA Wr 


6.30 


6.31 
6.32 


1,1 0,-1 ігі 


图 6-12 


训 以 在 一 维 空间 中 进行 求解 .如 果 陪 简 的 两 端 基 受 约 束 的 ,可 以 假设 平面 应 力 e-. = 0.(a) 推 导 其 平衡 
方程 ;hb) 在 平面 应 变 假 设 下 ,推导 其 应 为- 应 究 方 程 ;(c) 将 (b) 部 分 的 结果 代入 到 (a) 部 分 的 方程 中 ， 并 
利用 式 (6.5), 推导 关于 径 向 位 移 a 的 控制 方程 . 

(а) ЖАЯ 6.29 中 由 (ec) 部 分 导出 的 微分 方程 的 一 般 解 ;(b) 一 般 问题 的 边界 条 件 是 不 确定 的 ,而 压力 形 
REHAR RIE аба) = - p. Pla, (b)= - рь 可 以 用 来 计算 积分 常数 . 求 位 称 的 解 ;ic) 分 曾 取 > 
=a fü r = b 为 贺 简 的 内 部 半径 和 外 部 半径, 求 应 力 的 解 . 

考虑 厚 壁 圆 简 题 5.14. 对 于 十 单元 的 模型 , 求 各 单元 中 心 点 处 的 应 力 ,并 与 真 解 进行 比较 . 

采用 如 图 6-13 所 有 条 的 两 个 八 节 点 上 四边形 单元 ,求解 摩 壁 加 简 是 6.15 和 6.14. 


261.80 

1047.20 
12 0.25 in 

261.80 89 


6-13 
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6.41 


6.42 


6.23 


6.24 


对 题 6.15 和 图 6-7 中 的 八 节点 单元 , 假设 均匀 变化 的 荷载 作用 在 边 1-8-4 E, Ж АЗУ 1 处 的 0 Ж 
化 为 节点 4 处 的 p;, 试 求 每 一 个 节点 处 的 荷载 分 布 . 

对 题 6.24 和 图 6-12 中 的 九 节 点 单元 , 惧 设 荷载 均匀 作用 在 边 上 , 试 求 每 一 个 节点 处 方 的 分 布 . 
设 竺 参数 单元 上 沿 ?= +1 党 到 表面 荷载 的 作用 , ШОК ds HAER. 

如 图 6-5 所 示 的 单元 ,将 边 的 中 点 取 为 节点 , 沿 ЖН Л: ДГ р, 作用 在 边 1-8-4 上 . 试 利用 
题 6.25 定 尺 的 等 参数 档 式 ,节点 序号 和 形状 函数 , 求 节点 1.8 和 4 处 的 应 力 . 

采用 Galerkin 方法 求 负 对 称 热 传导 问题 的 有 跟 元 方程 . 
如 图 6-14 所 示 的 轴 对 称 等 参数 单元 , 设 电荷 总 分 布 密度 
为 pp= 了 分别 计 算 四 节点 单元 和 入 节点 单 示 的 节点 处 的 
电荷 . 

ЖАР ЕНІМ к=]. 0, к= 2.0. ЖЖЖ (6.8) 
忽略 对 于 8 各 z ты, 一 维 静 电 题 (2.22)? 可 以 写成 极 
坐标 形式 . {a) 假 设 电 荷 密度 为 常数 оо, ША a) 
= # ты) 二 0, 求 该 问题 的 解析 解 . tb) 将 轴 对 称 区 域 剖 分 
为 六 个 等 距 四 节点 轴 对 称 有 限 单 元 , 比较 单元 节点 处 势 
晃 数 名 的 有 限 元 解 和 真 解 . 设 e=1.0, „= 1.0. 

采用 八 节 点 等 参数 单元 求解 题 6.39, 并 将 其 与 四 节点 轴 
对 称 有 限 单 元 上 的 解 相 比 较 .(a) 假 设 采 用 一 个 有 限 单元 
HEN. [hb) 采 用 三 个 等 距 单 元 . 6-14 轴 对 称 单元 

采用 沿 个 太 节 点 贺 对 称 等 参数 有 限 单元 求解 题 2.19, 其 

中 每 种 材料 为 一 个 单元 .重复 以 上 分 析 , 将 每 种 材料 所 占 空 间 分 别 剖 分 为 隔 个 等 距 八 节点 轴 对 称 有 限 
单元 , 即 一 共有 四 个 单元 ,重新 求解 上 述 问题 . 

如 图 6-8 所 示 的 三 角形 有 限 单元 , 试 求 相应 的 线性 ,二 次 和 三 次 形 卫 数 . 

其 节点 的 编号 顺序 是 任意 的 , 但 是 通常 顶点 的 编号 为 1,2 和 3, 而 边线 上 的 内 点 则 从 节点 1 和 2 之 间 
的 点 开始 进行 编号 ， 

对 于 线性 三 角形 有 限 单元 , 题 3.17 推导 了 式 (3.2}) 中 化 学 反应 项 的 刚度 算 阵 . 试 对 线性 三 角形 等 参数 
有 限 单 元 ,求解 上 述 问 题 ,并 比较 线性 数 信 积 分 公式 和 二 次 数值 积分 公式 的 异同 . 


补充 习题 答案 


由 式 (6.3), 联 合 二 节点 和 三 节点 插值 公式 , 有 N = LIL 和 Ni = Ly La Ж. 


Мык БЕРІ 
[| 
| 
[| 
N- (т-а3)(ғ-т;) [=] 


(zi ~ хаКті- rs) то» 


形状 函数 的 构造 方法 类 似 于 题 6.23 中 的 六 节点 单元 . 联合 应 用 图 6-12 中 的 坐标 , 可 得 到 三 点 La- 
grenge ЇШЇН Шут. 
Ni = 5802-009-004 № = (Ë+ 0(-8/4 Ns = ELE + 1)(n + 1)/4 
Na = 8(4- 1)(7 + 1)⁄4 Ns =- 6 + )(£ — 1)(7 — 1⁄2 
N, =- Ё(Е + 1)(7 + 1)(7 - 1)/2 N+. =— g(£ + 1)X8- 1)(y + 1)⁄2 
Ns =- &(Ë — (y+ {tn - 1)⁄2 Ns = (£+ 1)(8-1)(7 +1)Xy- 1) 


152. 有 限 元 分 析 


6.25 
м-а-в8а-ң-ғ-4-1У/4 N, = (+ EL = yE- y= 1074 
Ns = (1 +201 + 2)X£ + y - 1⁄4 N, = (1- él + 2)(- £ + 19044 
Ns = (1 - ё) - ч)/2 Ne = (1 + 8)(1 - )/2 
№ = (1 22)(1 + g)/2 Ne = (1 — 21 - «2/2 
6.26 КА 6.7 中 的 式 (a), 有 
Зе 224 Ider J 1= É 
6.27 


+] =+1 
| drdy = f f | det J I dšdy = ab 
A - 1 


y 
6.28 ”代入 边界 条 件 之 前 的 刚度 矩阵 是 对 称 年 阵 

[4334555 1785714 - 1129426 — 137362 ~ 2167277 ~ 1785714 - 1037851 137362 

6874238 137362 2283273 — 1785714 — 3437119 - 137362 - 5720391 

4334554 - 1785714 - 1037851 - 137362 — 2167277 1785714 

6874237 —– 137362 - 5720391 1785714 ~ 3437119 

4334554 1785714 — 1129426 - 137362 


ын 6874237 137362 2283273 
4334554 - 1785714 
L 687423 


Кл ЖЖ JS АУЕ ЛЕ ВЕ LAN 3.13. 
6.29 (2) 由 何 题 es-=0 的 轴 对 称 性 和 和 平 夯 应 蛮 假 设 3/39xz =0, 控 制 方程 为 


(b) 由 式 (3.18) 和 є. = 应力 -应 变 方程 为 


- Е 
= той) 07 706 t ep] 


da 三 apal — veg + wp] 
求解 方程 组 (3.18) 的 第 三 个 方程 ,有 = vlan tog). 
(ce) 将 应 变 代 入 正式 ,并 将 应 力 代入 (a) 中 的 控制 方程 ,得 到 的 结果 为 “ 


Фа ldu u 
4/2 * r dr y? = 0 


6.30 (аји= Crt Cair. 
(ҚАН 6.29 式 (b); 


а - Е ©з 
Sela) = Pa = (1+ ма _ = LO - (1 - 2у) с. | f 
С 


alb) = љу — [° - (1-25) С; | 


求解 这 些 方 程 , 得 
ET ED -pa 

E b? - а? 2 Е РЫ — а? 
(co) 代 入 应 力 -位 称 方 程 ， 
- С 

or = Cs - = ож = Съ + 52 
2 _ 2 _ 262 
Сз = ва. га 和 C, = (ba — Уа b° 1 Paa b 
-a b-a 


6.31 结果 由 表 6.5 给 出 .计算 结果 与 是 6.14 的 解 的 比较 及 讨论 参见 题 6.15. 
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Ж6.5 简 壁 图 和 昼 问 题 十 个 单元 模型 的 应 旋 分 布 (单位 ;lb/in’) 


有 限 元 解 
ж (in) а © в. a I p 
_|_ Іт” | Че тұ rr _ 
1 1.05 —875.52 1543.75 200.47 — B76.04 | 1542.71 
2 1.15 -674.39 | 1341.93 200.26 | -674.86 1341.52 
3 1.25 -519.58 1186.89 А 200.13 - 520.00 1185.67 
4 1.35 = 397.91 1064.72 | 200.04 | - 398.26 1064.93 
5 1.45 -300.55 | 963.14 199.98 | ~ 300.83 967 50 
5 1.55 - 221.42 887.87 199.93 - 221.64 BRR M 
7 1.65 - 156.24 822.58 199.90 | – 156.41 823.08 
8 1.75 - 101.91 788.18 199.18 ~ 402.04 768 71 
9 1.85 = 56.16 722.37 199.86 | -56.25 722.91 
10 1.95 | -17.26 | 683.43 199.85 | -17.31 | 683.98 
当 与 题 6.14 ВОЕНО ЕА, P| BL R h Eh ЖН РАНАЙ. А НЕЕ УВЕ АНА ЖЕН, Аер АНА 


АПУ ЛН, 影响 了 解 的 精度 . 


6.32 节点 编号 加 图 6-13 所 示 = 方向 的 单元 长 度 是 0.25, 图 简 内 表面 受到 的 总 压力 荷载 是 (1000)(2r) 
“(0.25(ғ-1.0) = 1570.80. Н Ë 6.16 ЛЕР, 总 荷载 分 配 到 节点 1,2 和 3 下 ;节点 1 和 3 上 为 
1570.80/6=261.80, 节 点 上 为 1570.80] 2.) = 1047.20.89 904 6.6 HR 6.7. 

%66 ЕЗ ОНША V Р ТАЖЫ ОЕ {у Gn) 
节点 
1.00 1.2,3 1905.09 1806.67 
1.25 4,5 1802.57 1603, 32 
1.50 6,7,8 1414.60 1415.55 
1.75 9,10 1293.03 1293.8] 
11,12,13 1212.55 1213.33 
36.7 НАБИ А Д\ ЗУ ка ЕЕ ШІН Ы ЫН ,1b/in2) 
有 限 元 解 W Е 
А T 
| (in) Bpr аж Өт ra | o œ% 
1 1.0564 -800.58 | 155738 | 227.04 | -861.43 | 10810 
1 1.2500 - 580.92 1159.87 173.69 - 520.00 1186.67 
1 1.4436 - 264.54 988,05 217,05 - 306.47 973.15 
2 890.19 - 217.09 883.76 
2 761.51 - 102.D4 768.71 
2 690.17 686.27 
6.33 节点 10, ада ИНА қа Аа л. 
6.34 结果 等 同 于 题 6.16 的 从 节点 单元 的 结果 . 
ә 1 2 1172 

6.25 ш-П > М, рін) 4 хы, ыы | (аЛ ТЯ S ) 

6.6 参见 题 6.16, 节点 1 和 节点 4 之 间 的 单元 长 度 为 3.16228, EARRA 3.16228 p, ,等 参数 单元 上 
的 计算 结果 为 :节点 1 和 节点 4 处 的 值 为 0.52704p,, 节 点 8 处 的 值 为 2.10819p,. 其 分 布 与 题 6.16 的 
相同 , 即 角 点 处 为 总 荷载 的 六 分 之 一 ,中 间 点 处 为 总 荷载 的 三 分 之 二 .该 问题 表明 等 参数 桥 式 与 边界 
ІШ ЯХЯ ж. 

6.37 ДЕ 7.4, 


有 限 元 分 析 


6.38 
八 节点 单元 四 节点 单元 
节点 $ 节点 9 
1 一 0.87266 1 2.0944 
2 -0.69813 2 2.6180 
3 -0.69813 3 2.6180 
4 - 0.87266 4 2.0944 
5 3.14159 
6 3.49066 
1 3.14159 
8 2.79253 


两 种 计算 结果 单元 上 的 电荷 总 其 都 是 9. 4248, ARA 2лғ,,,09-9.4248,1Х у = 1.5. 

қ гук) 

Intr? fri) 

6.40 三 个 八 节点 单元 的 解 由 表 6.8 ӨҢ ЧЕЛИ ЛЕНА. — B DB W B E ,-1.5 处 ,+ 的 计算 和 
为 0.125; 相 当 接近 于 真 解 . 


6.39 600) = 2000 02) 202-62.) 
de de 


%6.8 HIRRET) 


节点 位 置 > $, 四 节点 有 限 元 航 $, ЕН $. 八 节点 有 限 元 解 

1.0 0.0 0.0 0.0 

1.1667 0.07640 0.07648 
1.3333 0.11668 0.11683 
1.5 0.12622 0.12608 0.12620 
1.6667 0.10829 0.10817 0.10828 
1.8333 0.06552 0.06357 
2.0 0.0 0.0 0.0 


6.41 结果 出 表 6.9 给 出 .与 表 2.19 进行 比较 . 


# 6.9 AARRE OR) 


r | $, 二 单元 解 ,四 单元 解 
一 一 - - 


5.00 500.0 500.0 
6.25 1136.53 
7.50 1364.61 1373.23 
8.75 1283.52 
10.00 910.76 914.10 
13.75 596.59 


6.42 —{К, Ni= L. Ny= L; Ns = Ls 
ZK: 
N = LOL -1) N; = L,(2L; 1) Na = Li(2L3— 1) 
Na = 4111, Ns = 41,13 Ns = 411 


5 
H 


1 
FHG- 00311-2) № = GBL- 00313-2) 


F 


1 
N; = 2 1-31.) - DOL,- 2) М, = 91131, -1) 


之 
| 


9 
= 2141434; - 1) Ne = 91213631, 1) 
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№, = 21.21.4631, - 1) № = TLL -1) 
М, = LL; (LI - 1) Мы = 27131313 


6.43 ВЕЕ ЖИНИ ГЕН 3.17 2K(b)]:; 


[K; = J [NITIK {ч идлау 


由 于 这 里 没有 导数 项 , 所 以 不 需要 求 Jacobi ЖЕНЕ ТИЯ, ЖИ ЖЕФ ху, уі za уз 和 гу, 
уз, 有 |det J1=24 .构造 类 似 于 题 3.17 ХАН, АТПЕН А 


L, Li Li LiL; LiL; 
L: l ШЕ 9 IB Е 5) 4 2A(K JLL, PE L 
> idet f l= тї L 
e Maji о к, 1, 1, 4 Мі 22 стз 
Ly L; 


ыл Lala L? 
由 族 性 积分 公式 , 有 


1 1 1 
A 
Kell 1 1|5 

1 1 1 


与 题 3.17 ҚОН EATA. E, 利用 二 次 积分 公式 可 以 得 到 真 解 . 


жсғ Ж 2 Pr зам 
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EMERE HEAR ГАН л р а ËB] e Ba yE e — + 
竺 殊 的 主题 , 同时 也 说 明 有 限 元 理论 仅仅 是 多 年 来 分 析 家 可 用 的 数值 方法 的 一 个 扩展 .计算 机 
使 得 求解 大 型 方程 系统 和 处 理 大 量 数据 成 为 可 能 .因此 , 现 己 存在 的 数值 方法 对 科学 家 和 工程 
人 员 来 说 变 得 很 有 用 了 .在 桔 书 中 已 经 表明 有 限 元 分 析 仅 仅 是 数值 分 析 中 Rayleigh-Ritz 方法 
和 /或 者 Galerkin 方法 的 一 个 现代 应 用 ， 

每 年 都 有 新 的 应 用 和 概念 出 现在 科学 论著 之 中 , 并 且 使 用 者 或 者 研究 人 员 在 试图 与 新 发 
展 并 驾 齐 驱 时 , 都 会 遇 到 一 个 真正 的 挑 成 .大 多 数 的 分 析 学 者 都 在 他 们 感 兴趣 的 科学 的 应 用 领 
域 的 范围 内 工作 . 当然 , 人 们 将 继续 进行 研究 工作 以 使 得 对 有 限 元 方法 的 基本 数学 概念 有 一 个 
更 全 面 的 了 解 . 

本 章 对 读者 有 实际 兴趣 的 一 些 问 题 作 一 个 介绍 , 初 值 问题 的 解 在 许多 研究 领域 中 都 有 影 
响 , 其 中 有 一 些 问 题 在 几 十 年 前 还 不 能 解 .多 年 来 分 析 方 法 已 经 可 以 对 时 间 导 数 进 行 通 近 , 但 
是 在 模拟 边界 条 件 中 的 困难 已 经 成 为 分 析 中 的 主要 限制 , 横 拟 与 时 间 相 关 砖 合 分 析 的 有 限 元 
方法 ,在 分 析 时 间 相 关 问 题 中 已 经 产生 了 一 个 作用 .对 一 阶 时 间 导 数 的 有 限 差 分 表 近 将 在 本 章 
中 介绍 ,并 说 明 各 种 应 用 . 

在 本 章 中 对 经 典 的 特征 值 问题 进行 讨论 , 并 说 明 它 的 几 种 应 用 .在 这 里 分 析 的 微分 方程 对 
庶 在 工程 中 出 现 的 各 种 应 用 问题 .关于 计算 大 型 方程 系统 的 分 析 方法 将 不 被 讨论 ,但 是 可 在 许 
多 的 教材 中 找到 它们 ， 

在 本 章 中 包含 将 有 限 元 概念 扩展 到 三 维 以 及 对 高 阶 单 元 思想 进行 介绍 的 几 直 部分, 可 以 
在 有 限 元 理论 的 更 广泛 的 分 析 中 找到 这 些 问 题 , 对 于 那些 已 经 掌握 本 书 的 读者 在 研究 更 详细 
的 论著 时 应 不 会 有 困难 ,最 后 ,本章 以 一 个 镀金 属 板 有 限 元 的 介绍 作为 结束 .金属 板 有 限 元 在 
有 限 元 方法 开始 的 时 候 就 是 一 个 分 析 的 问题 , 并 且 继 续 是 目前 出 版 的 论著 中 的 一 个 主要 部 分 


的 题目 .这 里 展示 的 单元 是 典型 的 金属 板 有 限 单元 , 并 则 时 可 应 用 于 薄板 原理 和 适度 的 厚 板 原 
理 . 


7.2 初 值 问题 


在 第 五 章 中 简要 地 提 到 了 初 值 问题 ,在 那里 使 用 Galerkin 方法 构造 了 微分 方程 对 应 的 有 
限 元 公式 .在 本 童 中 将 讨论 一 个 时 间 相 关 的 微分 方程 的 数值 分 析 方 法 .可 以 用 一 个 有 限 单元 垦 
近 时 间 导 数 .但 是 ,由 于 在 时 间 上 的 有 限 元 通 近 并 不 能 提供 特别 的 优点 ,因此 在 这 里 我 们 使 用 
标准 的 有 限 差分 遂 近 .回想 一 下 第 六 章 中 , 通过 使 用 可 模拟 复杂 边界 条 件 的 等 参 公式 说 明了 有 
限 元 的 计算 能 力 . 初 值 问题 通常 开始 于 时 间 等 于 零 的 条 件 , 且 它 不 能 证 明 有 限 元 公式 化 的 正 
确 


读者 可 以 找到 大 量 的 有 关 初 值 问 题 数 值 解 的 书籍 . 本章 的 重点 将 放 在 经 典 瞬 时 间 题 ,也 就 
是 具有 如 下 形式 的 方程 


«аба 2 Габа) HED, yatlar) = et) л) 
RP als), B(x),Y(z), 和 8(zx,4) 是 关于 一 个 特殊 应 用 的 函数 .但 是 他 们 可 能 是 < 的 函数 ， 
这 个 事实 并 没有 比 前 面 章节 产生 过 多 的 障 查 .它们 将 说 假设 在 单元 内 部 保持 不 变 而 只 在 单元 
之 间 变化 .另外 ,由 于 时 间 是 以 增 量 的 形式 获得 , 所 以 物质 常数 可 以 是 时 闻 的 函数 并 是 多 许 以 
增 量 的 方式 变化 ， 


ЖЕР ”有 限 元 分 析 中 的 精 选 是 上 日 


包含 二 阶 时 浊 导 数 的 微分 方程 经 常 被 称 作 动 力 方程 或 波 传 播 方程 .此 类 问题 将 不 做 详细 
讨论 ,而 只 在 下 一 部 分 中 证 明 在 作为 一 个 特征 值 问题 , 其 种 假设 干 此 问题 是 可 以 被 公式 化 的 ， 
对 此 类 重要 问题 的 解 将 被 证 明 推 导 . 

瞬时 间 题 的 有 限 差 分 模型 可 以 用 任何 一 种 台 近 一 阶 导数 的 方式 冤 造 ,经 上 典 意义 上 ,它们 被 
称 作 向 前 差分 , 向 后 差分 和 中 间 差 分 逼近 .8 方法 (theta 方法 ) 是 十 分 通用 的 , 并且 和 作为 特例 包 
含有 上 面 的 三 种 方法 .本 章 中 о 方法 将 被 推导 和 使 用 ( 见 题 7.3) 

Galerkin 方法 将 被 用 来 推导 各 种 选 题 的 有 限 元 模型 .特别 地 ,瞬时 热传导 将 在 题 7.2.7.19 
和 7 了 ,20 中 说 明 . 一 个 相似 的 问题 ,通过 中 空 柱 体 壁 的 轴 对 称 锋 时 扩散 ,将 在 题 7,4,7.22 和 
7.23 中 说 明 . 一 个 包含 看 合 两 相 扩 艇 的 问题 由 题 5.25,7.5 和 7.21 给 出 ,在 每 种 情况 中 , 有限 
元 公式 ,分 析 解 和 有 限 元 解 都 将 被 讨论 和 比较 . 


7.3 特征 值 问题 


特征 值 问题 有 时 也 被 称 必 特性 - 值 问 题 并 出 现在 齐 次 微分 方程 之 中 .在 数学 物理 和 工程 中 
特征 值 问题 的 一 个 重要 类 型 是 连续 系统 的 振动 .对 柱 体 , 阐 性 金属 板 和 框架 的 临界 弯曲 负载 组 
成 了 重要 的 特征 值 问 题 的 另 一 种 类 型 .一 个 特征 值 问题 的 有 限 元 公式 化 遵循 已 经 导出 的 概念 ， 
事实 上 ,并 不 需要 新 的 概念 .在 形成 公式 之 后 , 求 特征 值 问题 的 解 将 会 遇 到 新 的 挑战 .虽然 关于 
大 型 方程 系统 的 分 析 方 法 将 不 被 讨论 ,但 是 可 以 找到 很 多 处 理 此 重要 问题 的 教材 . 

参照 题 2.1 中 式 (e) 的 钢 索 可 以 说 明 一 个 连续 系统 .忽略 基础 模 数 才 和 外 部 负载 f, 通 过 
对 y 方向 上 力求 和 , (а), 并 包括 惯性 力 , 可 获得 动力 问题 . 回 申 牛顿 定律 ， УЕ, = ма, RP р 
是 质量 或 密度 ,根据 公式 来 决定 , a, Жу 方向 上 的 加 速度. 最终 的 方程 有 如 下 形式 

1, 2% = р тіз (7.2) 
RODE наана наназад ња т 和 + 的 函数 并 沿 着 钢 索 运动 
的 问题 经 常 被 称 作 波 的 传播 问题 ,并 需要 一 个 用 x 和 + 表示 的 解 .假设 钢 索 的 自由 横向 运动 在 
本 质 上 是 振动 性 的 和 周期 性 的 , 并 能 用 一 周期 函数 描述 , 此 时 就 出 现 了 特征 值 问题 . 当 使 用 可 
导致 一 个 周期 解 的 变量 分 离 技术 时 , 此 假设 可 以 得 到 强 有 力 的 数学 支持 ,在 例题 部 分 中 将 说 明 
几 个 例子 . 


7.4 三 维 有 限 元 


三 维 有 限 元 是 第 六 章 的 二 维 等 参 单元 的 一 个 扩展 .在 题 $.19 中 讨论 的 压 电 性 原理 需要 三 
维 模型 , 并 介绍 了 一 个 八 结 点 三 维 单元 的 思想 .形状 画 数 Lagrange 族 包 括 了 二 维 单元 扩 颖 到 
三 维 单元 , 其 推导 类 似 于 题 6. 4， 当 使 用 Gauss- Legendre 积分 法 计算 体 单元 时 ， 数值 积分 直接 


遵循 第 六 章 的 面积 分 方法 .读者 应 复习 一 下 在 第 六 章 所 述 的 数值 积分 过 程 , 在 那里 积分 可 数值 
计算 为 


+l r+l 
I = ІНІН ё, ndédy (7.3) 
式 (7.3) 所 对 应 的 三 维 公式 为 
+ + +1 
I = [| | As VE ё)агатаф (7.4) 


其 中 е, ? 乡 是 三 维 母 单元 的 坐标 .体积 分 的 计算 需要 一 个 在 使 用 搬 值 公式 的 母 单元 和 一 个 三 
维 Jacobi 矩阵 之 间 的 变换 以 非得 式 (7.4) 的 形式 .使 用 三 个 嵌 套 求 和 来 进行 数值 积分 . ШІ 
(7.4) 的 等 价 形式 为 


я 


І == 52 ‚ о зелень Ei рф) (7.5) 


其 中 ,通常 情况 下 , тен. 
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砖 形 单元 的 形状 函数 的 推导 将 在 题 7.14 中 讨论 ,并 在 补充 习题 中 展示 另外 一 些 单元 ， 

等 参 三 角 单 元 的 三 维 对 应 单元 被 称 作 四 面体 单元 .四 面体 单元 有 四 个 面 ,并 可 分 类 为 线性 
的 (4 结 点 ), 二 次 的 (10 结 点 ) 和 三 次 的 (20 结 点 ) ,一 组 特殊 的 积分 法 被 用 来 数值 计算 体积 分 ， 
而 此 体积 分 是 第 六 章 所 使 用 的 对 应 二 维 三 角 等 参 单元 积分 的 一 个 扩展 .读者 能 够 参考 到 关于 
有 限 元 分 析 中 有 关 三 维 等 参 单元 上 的 积分 公式 和 其 他 信息 的 高 级 书籍 , 像 Zienkiewicz 和 Tay- 
lor(1989), 或 者 Stasa( 1985). 


7.5 高 阶 有 限 元 


在 第 六 章 讨论 并 使 用 了 线性 和 二 次 等 参 有 限 元 .为 模拟 任 一 二 维 问题 , 八 结 点 利 九 结 点 的 
等 参 单元 通常 就 足够 了 ,使 用 上 一 部 分 中 的 线性 和 二 次 单元 能 够 对 三 维 问题 进行 很 好 的 模拟 ， 
单元 的 Lagrange 族 可 以 扩展 到 能 包括 三 次 单元 , 但 是 这 祥 的 话 是 有 缺点 的 ,六 为 此 时 需要 的 
内 部 结 点 比 期 望 的 要 多 .例如 , 尽管 Lagrange 三 次 单元 的 导数 很 简单 , 单元 也 和 将 有 12 个 外 部 
结 点 和 4 个 内 部 结 点 ,无 内 部 结 点 的 三 次 单元 ( 见 题 7.15 和 7.33) 应 是 一 个 更 有 效 的 选择 .使 
用 Gauss 积分 法 的 阶 应 依赖 于 有 限 单元 的 阶 .根据 Zienkiewicz 各 Taylor(1989), 对 线性 的 四 边 
形 和 三 角形 来 说 , 一 个 积分 点 就 足够 了 . 抛物 型 的 四 边 形 ,2 x 2 的 Gauss 积分 点 是 足够 的 ,对 
于 抛物 型 的 砖 形 ,2x2x2 的 Gauss 积 分 点 是 足够 的 .作者 对 抛物 型 有 限 单元 使 用 过 2x2 和 3 
x 3 的 Gauss 积分 点 ,总 是 得 到 相同 的 结果 . 


7.6 单元 连续 性 


有 限 元 分 析 中 连续 性 定义 为 解 治 者 单元 边界 的 连续 性 . 有 限 元 分 析 的 最 本 质 的 性 质 隐 含 
着 问题 的 一 个 分 段 解 . 在 前 面 的 章节 中 已 经 完成 了 有 限 元 方法 对 各 种 物理 问题 的 应 用 , 但 是 却 
没有 研究 甚至 没有 提 到 可 能 存在 单元 内 部 连续 性 的 问题 .已 经 研究 过 的 大 多 数 单元 是 线性 的 . 
想象 一 下 被 分 成 两 个 单元 的 一 维 空间 .连续 两 个 单元 的 结 点 对 这 两 个 单元 来 说 起 到 一 个 连接 
边界 点 的 作用 .显然 ,被 模拟 的 函数 在 连接 结 点 处 是 单 值 的 . 当 考 虑 函数 的 导 教 时 就 会 出 现 过 
续 性 问题 , 比如 ,被 用 来 模拟 物理 问题 的 形状 函数 的 导数 的 连续 性 . 

数学 函数 被 经 常 赋 耶 一 个 类 , 并 被 称 作 在 某 区 域内 属于 C" 类 .属于 Со 的 函数 是 连续 的 ， 
MRR MERRER, 它 就 归属 于 СТ, 并 且 函 数 的 二 阶 导 数 也 连续 , WEAF С? Ж. 
由 此 得 到 , 如果 函数 和 它 的 n 阶 导数 在 某 区 域内 是 连续 的 ,那么 它 属于 Cn Ж. 


7.7 金属 板 有 限 元 


对 于 平板 弯曲 时 所 出 现 问 题 的 分 析 是 有 限 元 方法 早期 应 用 之 一 .但 是 存在 一 些 基本 的 障 
但 , 使 得 有 限 元 法 对 平板 弯曲 问题 的 应 用 , 比 对 于 前 面 章节 中 问题 的 应 用 更 为 困难 . 平板 弯曲 
的 控制 方程 是 一 个 四 阶 微分 方程 , 正 因 如 此 , 就 有 一 个 更 为 严厉 的 连续 性 要 求 . 本 章 中 将 讨论 
一 个 不 党 要 满足 所 有 连续 性 要 求 就 能 给 出 好 的 结果 的 单元 . Hughs 和 Cohen(1978) 以 及 Hughs 
(1987) 讨 论 了 这 种 单元 .这 里 的 讨论 依赖 于 Соок 等 (1989) 所 著 的 书籍 . 

下 面 将 给 出 平板 理论 的 一 个 简要 推导 .对 于 那些 不 扣 悉 此 理论 的 读者 应 参考 -个 更 明确 
的 处 理 , PW, Timoshenko 和 Woinowsky-Krieger(1959). 
力 和 应 力矩 的 关系 

在 一 个 金属 板 内 的 内 部 应 力 产生 如 图 7-1 РКО М 和 前 切 力 Q .力矩 和 前 切 力 
定义 作用 在 平板 的 单位 长 度 上 .这 些 内 部 作用 定义 如 下 ， 


ñ һү 
бетсіз М,- | s, zd М,,- | 
-hil * > pj * 7 Аы 


т 


и? "Т? (7.6) 
Q. = | nds Q, = ШІ 
183455 (7.6) 9 ҰН Л] Ж 
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М,= Му = Мал (7.7) 
7 h3⁄12 


Gzy 


对 式 (7.6) 得 积分 同样 得 到 剩余 剪 切 力 为 


7.8 
ж 2А h; 2А (7.8) 


BEEE DHH, JE BE ERREF TEA, x = 0, 最 大 ， 


变形 假设 

经 典 意义 上 说 , 薄板 理论 有 一 些 相 似 于 梁 的 理论 ,并 生 常 被 称 作 平 板 的 Kirchhoff ЖЕ. 
本 的 假设 为 , 在 金属 板 的 中 平面 , = =0 上 的 点 只 在 x 方向 上 移动 .在 弯曲 之 前 屡 直 于 中 平面 的 
一 条 直线 , 在 半山 之 后 还 垂直 于 中 平面 ,并 保持 直线 状态 , 在 中 平面 上 的 点 不 能 在 + 和 y 方向 
上 移动 .但 是 ,分 别 为 z+ 和 y 方向 上 x 到 中 平面 的 距离 x 和 能 够 发 展 为 平板 弯曲 .这 些 位 移 
在 图 7-2 中 说 明 ,并 由 下 式 给 出 


u=- Су vay (7.9) 
对 应 的 应 变 为 
ди w _ Qu _ 3w _ du Av Pw 
Err 一 дұ ш z 3r? Eyy = 3y z ау? Ery = ду дж = – 22 ахду (7.10) 


由 式 (7.% 和 (7.10) 定 义 的 应 变 变形 关系 并 不 允许 横向 前 切 变形 . 

一 个 更 完整 的 假设 遵循 同样 的 思想 ,除了 一 点 , 即 在 弯曲 前 牌 直 于 中 平面 的 直线 虽 仍 保持 
直线 状态 但 在 这 曲 后 不 垂直 于 中 平面 .在 图 7.3 中 显示 了 变形 . ЕЕЕ РЕНЕ 
线 {z 轴 ) 之 间 的 角度 定义 为 6.. 对 有 相似 的 定义 .下 面 的 变形 假设 被 称 作 金属 板 的 Mindlin 
的 原理 . 


и--20, u = — 20, (7.11) 
应 变 变 成 
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98, 20, Ë 20, 

“шт ШЕР Ew = Z y Ey = 2419) ах 
a a 

Ex = y 6, & = S, т 6. (7.12) 


此 原理 说 明了 横向 前 切 变 形 并 且 使 用 于 中 等 厚度 的 金 
属 板 ,注意 在 6 =3w/3z 和 6,=3w/9y ШЕТ, F 
金属 板 原 理 可 导出 薄 金 镶 板 原理 . 
应 力 - 应 变 和 力矩 - 井 率 关系 

应 力 - 应 变 关系 对 应 一 个 线性 的 弹性 材料 , B 3k qa 
前 一 章 的 矩阵 记号 可 以 写 为 
图 7-3 Mindin 理论 的 变形 ,3w/3x — 0,90 lai “ТЕПЕ (7.13) 
Eiti 5] ЖП Ж [я ИТЕР ЖЕ, 则 应 力 [ 式 {7.7) 和 


(7.8)] 与 应 变 的 关系 为 


Irr Е/(1- 2) Bo 0 0 00| 
буу Eo/(1- 2) Е/1-у9 0 0 о || 
Gy f= Ü D G 0 0 {7+5 (7.14) 
Фу 0 0 G 0|іг, 
Sar 0 0 0 0 Gille, 


其 中 G= Е/2(1+,), E RARAS, v 是 泊 松 比率 . 可 通过 将 式 (7.7) 和 (7.8) 结 全 到 式 
(7.12) 并 代入 到 式 (7.14) 中 ,就 得 到 关于 Mindlin MEH HE BEKE, 
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“161: 


м, [D р 0 000 90,/4: 
м, фр D 0 0 0 96,/2у 

5Мы(--|0 0 D(1-,)2 0 0 1590,/Әу + 90,/Әх (7.15) 
Q, 0 0 0 Gh о || 6,-Әш/Әу 

lo. Lo о 0 0 Gall) 0,-3Go/àz 


EP р=ЕА?/[12(1— 7) ES hE. 


在 题 7.17 P, EARO. IESI ERDHA Sy ia ny ЕЖ, 8-00 


金属 板 单元 . 对 后 面 的 参考 式 (7.15) 的 和 矩阵 定义 为 


[Mi = [Dujilx! (7.16) 


其 中 [Dj 是 物质 第 阵 , ік) ЛЕШ ЖО Ж. 


7.1 


例题 详解 


讨论 关于 一 阶 导数 的 向 前 播 分 , 向 后 播 分 和 中 心 播 分 有 限 元 公式 ， 


图 7-4 dy/d 的 有 限 播 分 表示 


解 кє RCE- .种 情况 ,近似 都 是 线性 的 ,对 初等 方程 考虑 有 限 插 分 分 析 
ayy = а (a) 
Н. 500) =2.2(а) И у 
у= (ire *) (b) 
АЕ ТТТ (Ө В ИШЕГЕ ОЗЕН у. 要 被 计算 的 
下 一 个 y 5, 对 式 (a) 的 向 前 播 分 公式 用 > 的 前 一 个 计算 全 表 示 为 
(ШІ + б 
其 中 ,由 图 7-4 知 ,对 时 间 导数 的 向 前 播 分 公式 为 
t= 


Т At = цз (4) 
和 将 式 {d) 代 入 到 式 (c), 就 得 到 关于 y 的 向 前 插 分 递 推 公式 ， 
X = y-t С т ГАЛ. (e) 


根据 将 要 被 计算 的 y BJ F— B 3R AP PUS A 一 个 向 后 插 分 模型 ， 


| d 
g] =й (0 


有 限 元 分 析 


а ГРЕЯ © 
将 式 (g) 代 入 到 式 ( 们 就 得 到 关于 у, Bj Sy ie Л. 
мж ум) = у-у + дА; (h) 
车 假设 y HEr Man Br Sa PETER, ШТ iH h o ҮНІ. 
(8, + уур ра = 8,12 (i) 
d а 0-1 =, А 
且 ($) 5 = AEn- G) 
其 中 э -10 假设 为 一 个 平均 值 ， 
У-12 = xa (k) 
що) ,(ky 和 但 ) 合 并 之 后 ,中 心 播 分 公式 变 为 
МазуА | = safi- r) + asna (D 


在 表 7.1 中 给 出 了 四 个 解 , 式 (b)}, (e), БСО) ТН ДЕА y=8=1 和 At=0.1. 这 三 个 
数值 解 看 起 来 都 非常 精确 ,并 且 中 心 揪 分 解 对 于 此 次 应 用 来 说 更 为 精确 .但 是 ,三 个 解 中 的 任何 一 个 
都 是 可 以 接受 的 .一 个 更 小 的 时 间 增 基 可 以 得 到 一 个 更 精确 的 分 析 , 但 同时 也 需要 花费 和 更 饮 的 计算 . 
而 大 的 时 间 增 基 应 需要 更 少 的 计算 ,并 且 中 心 和 向 后 搬 分 方法 逼近 于 稳定 状态 下 的 解 y=1, 但 对 于 
кта ЕК ЖЫК, 在 这 些 问 题 中 它 是 有 影响 的 . 当时 间 步 长 变 得 太 大 了 , 向 前 播 分 方法 将 变 
得 不 稳定 , 且 它 的 解 也 将 从 正确 的 解 发 散 出 去 . 对 于 能 够 给 出 解 的 一 个 很 好 的 近似 , 国 时 又 只 需要 一 
个 最 小 的 计算 时 间 将 是 一 个 成 功 的 分 析 . 


Ж71 有 限 插 分 解 的 比较 


精确 , 式 (b) 向 前 插 分 , 式 (e} ШЕ, ЖЫ) bjii, O) 

0.0 2.0 2.0 2.0 | 2.0 
0.1 1.90484 1.90000 1.90909 1.90478 
0.2 1.81873 1.81000 1.82645 1.81859 
0.3 1.74082 1.72900 1.75131 1.74063 
0.4 1.57032 1.65610 1.68301 1.67010 
0.5 1.60653 1.59%049 1.62092 1.60628 
0.6 1.54881 1.53144 1.56447 1.54854 
0.7 1.49654 1.47830 1.51316 1.496530 
0.8 1.44933 1.43047 1.46651 1.44903 
0.9 1.40657 1.38742 1.42410 1.40627 
1.0 1.36788 1.34868 1.38554 1.36757 

1.22313 1.20589 1.23939 1.22285 


使 用 Galerkin 方法 构造 瞬时 热传导 的 有 限 元 模型 的 公式 ， 
E F 一 维 , 一 维和 三 维 问题 的 有 限 元 公式 的 形成 是 相似 的 .在 此 例 中 使 用 式 (7.1), 并 令 其 中 的 a 
Sp, 密度 乘 以 热量 , 8=> 上 ,热传导 率 ,y=0,8== О), 和 # 一 了 .假设 的 解 有 咎 面 的 形式 

Теба, в) = [М(ж)]}Т(т)| (a) 


ЖАКЕ ЖУ E нк, ALERTE т ін ЕЕ ЕЕЕ ОЕА y. 
方程 得 到 


[e [NI AH р Eliri -Q = вост) (ы 


在 Galerkin НЯ ГЫП ww,, 并 在 体积 上 积分 ,同时 令 结果 为 鹤 ; 
2 
[YeIN HH pn ШТ -Nyro)av = o (O) 
应 用 Green-Gauss 原理 可 得 最 次 结果 ， 


[| МГ е1] т + ар т, -Імһо|ау = | смт) BEN] тв (4) 
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7.3 


7.4 


КСР A S ИЖЕ д. 


гс] ШЇ + [KJT = іі (е) 


其 中 [c] = | ГГ сла (D 
矩阵 [C] 有 时 被 称 作 容量 矩阵 .所 有 作用 的 行为 都 被 放 在 一 起 并 记 为 jFl, СТЕНЕ ЗН ЖЕ, 还 
可 以 得 到 对 于 二 或 三 维 的 公式化 式 (e 的 形式 保持 不 变 , 只 有 [Cj 项 是 新 的 ,并 且 在 时 间 上 的 有 限 揪 分 
将 被 作用 到 未 知 量 和 矩阵 , 而 不 像 上 一 个 隔 题 那样 是 作用 到 一 个 单 变量 ， 

EE 8 方法 的 一 个 一 般 的 递 推 公式 , 并 讨论 它 与 题 7.1 中 的 插 分 方法 的 关系 . 


i 


— ү 


图 7-5 МЕНЕ 8 的 定义 


# > 假设 一 个 类 似 于 题 7.2 中 式 (e) 的 解 ,其 中 的 变 基 写成 下 标 0 的 形式 , 如 图 7-5 所 示 : 


їс} dls, ақш, = IFL (a) 
注意 在 不 兴 一 般 性 的 情况 下 , c iti 2 oe h a Sh Akh ЕГЕ S M- ng EH 
_ Í — 6-і 
= a 0= дч 1 (b) 
EE iui 可 用 #8 定义 为 
[шеа {1 — 0)Ylul,_, + діа, (c) 
或 РС =) + lui, (d) 
Bah, EHR Md) 
“іші; _ аша 4@ _ ДИ 1 _ нн; - fuli 
dr ае dk d Mu а; бе) 
相似 地 , ТЕР 定义 为 
{Б}, а {1 ~ ЛЕЖЕ, (D 
W (с), СӨ) АЖ (а), ЖАЯ: 
шы + 8[K]lul; = еш -(1- @)[Kllul,- + (1- @)!}Е, л + ӨЕҢ, (к) 


2-0, ЖЕЙ НИЗ. ЖР, 当 9 = 1, ЈА ЕНЕНЕ. 当 6 = 士 ,就 得 到 中 心 
BAAR ROER “ 般 的 ,并 允许 分 析 学 者 对 各 种 9 值 进行 试验 以 获得 给 定 问题 的 最 好 的 数值 解 
在 中 空 柱 壁 中 的 轴 对 称 瞬时 扩散 问题 是 由 相似 于 第 三 和 六 章 中 的 方程 并 用 柱 坐 标 系 表 
示 的 方程 控制 . 事实 上 , 在 这 里 给 出 控制 方程 以 作为 参考 ; 


С 13 ас д ас 
af ` LAD, 2С). 2. D. Jz tm (a) 
构造 控制 方程 所 等 价 的 有 限 元 公式 ， 


М ЖР ЕИНС-ІМИСІЖӘНЕ САЛ J. КАНН ЕЖ. 


有 限 元 分 析 


7.5 


[t іу = [гат 20р, 202010) #/| ЖШ с) +» ау ы 
其 中 dy=2rrdrds СЪН 2235 
zf nr 231 р, SNe) (р, c] mr |draz (с) 


дұ 
注意 ,因为 + 与 x ЖЖ, 


2р, e] = 2{ p Ч\с (4) 
并 且 式 (b) 的 前 两 项 可用 相似 的 格式 表达 .对 这 两 项 应 用 Green-Gauss ЖОШ НЫНЕ 81 S X АГЕН" 
散 间 题 的 局 部 有 限 单元 的 最 终 形式 . 


| т д Т. [М], 
2л] | [NITIN] alci + iN] rD, 2 іСі + M ғ. aN] ic} araz 


= 2] {МЇ mrdrdz + 241 | [N] гр, 2101, + [N] rD, 200, | 45 (е) 
А 5 r z 


最 后 两 项 代表 流 边 界 条 件 . 式 (e) 的 数值 计算 等 于 在 计算 中 包 售 2rr 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 数值 积分 . 
一 个 关于 题 5.25 中 的 两 相 扩 散会 式 的 分 析 解 将 在 题 7.21 中 给 出 .使 用 一 条 10 个 二 弘 
线性 有 限 单 元 求 一 个 时 间 依 赖 的 两 相 扩散 的 有 限 元 解 .假设 工 =1.0,P=30 且 物质 参 
数 站 =0.5,a=10,8=5. 注 意 , 对 此 问题 物质 参数 是 直观 的 , 并 不 代表 一 个 物理 材料 , 
Қ кє Cj 的 边界 条 件 在 题 7.21 中 指定 , C, 的 边界 条 件 必须 计算 以 获得 -个 有 限 元 解 .考虑 第 二 
个 方程 


| 2640.) = С/(0,:)- aC (0, z) (а) 
H Cr(0.z)=T. 边 界 处 的 方程 为 
Se + aC, = г (b) 
RER 
С, = Ea- e”) (с) 


BL 5.25 的 短 阵 方程 被 用 作 有 限 元 模型 .每 个 有 限 单元 在 每 个 结 点 处 有 两 个 自由 度 , 目 关于 偶合 
扩散 的 公式 的 形成 相似 于 在 题 5.16 中 讨论 的 .使 用 是 3.5 中 的 式 (e] 模 拟 扩散 项 ,使 用 是 3.33 的 结果 
(化 学 反应 项 ) 和 模拟 其 他 所 有 项, 旦 对 时 间 相关 项 K, 用 1 R, БЫЛ K, Ma Җа 代替 ,显示 局 部 
有 限 元 刚度 短 阵 为 
| 
{МЇ ІМ) [NEIEN] рутама | C- 


r T 

ІМША, нур BJ. ІМГІНІМІ Сма) | 
使 用 等 参 单 元 计算 这 些 结果 并 列 在 表 7. 2 中 .注意 题 7.21 中 C, 的 序列 解 只 有 很 慢 的 收敛 煌 并 且 要 
求 许多 项 收藏 到 一 个 结果 .对 于 0.001<z<<0.01 使 用 0.001 的 时 间 增 量 计算 有 限 元 (FE) 解 ,然后 对 
+ 0.01<:<0.1 WA 0.01 的 时 间 增 基 , ВЛ F 0.11.5 使 用 0.1 的 时 间 增 量 .稳定 状态 下 的 
ЖА C = 30 Я C, = 15. 


37.2 两 柏 扩 散 结果 


r=0.1 | х=0.2 т=0.3 
о.005 | БЕ с, | 30 7.332 0.387 | 0,000 0.000 0.000 
С, | 0.232 0.137 0.003 0.000 o.oo | 0.000 
(ша c | 30 4.640 0.137 0.000 0.000 0.000 
C | 0.732 | 0.078 0.020 | _ 0.000 0.000 0.000 
oo | FE с, | 9 10.991 2.014 0.092 0.001 0.000 
C | 1427 0.365 0.035 0.003 0.000 0.000 
жа C | 30 9.282 1.316 | 0078 0.002 0.000 
0.250 0.035 0.013 0.000 
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(7.2) У АЧ aB le] 83 Б ӨЗ BJ 88 5138 ph e Ë нда, ЕНЕ 
的 控制 微分 方程 . 
Ж те 假设 一 个 和 解 
осх,1) = V(z=)T(:) (a) 

代入 到 起 (7.2) 中 ,并 分 离 灾 量 ， 

ІФУ t ат. (а) 

V dz? отап 
其 中 w 是 振动 频率 , 解 由 两 个 常 微分 方程 所 控制 


第 二 个 方程 的 解 有 下 痢 形 式 


(b) 


у= 0 +w = Ü (c) 


T = Азіпо + Всошы 


出 此 知 在 假设 条 件 下 式 (a) 可 以 替换 为 


vlr t) = У{т)е i“ (d) 
代入 到 式 (7.2) 中 可 得 到 均 质 形式 
ү А 
еу аура а © 
š Фу кр эү, 
或 da? + Tw V=0 (D 


使 用 有 限 元 方法 研究 式 (7,2) 和 题 7.6 所 描述 的 自由 弦 据 动 .假设 边界 条 件 V(0) = 
V(L)=0. 和 再 设 (a) 具 有 关于 驴 中 心 对 称 性 的 -- 个 三 结 点 模型 , (b) 无 对 称 性 的 一 个 三 结 
Қ ке 丙 用 题 7.6 的 式 ( 们 可 导出 局 部 有 限 元 方程 . 设 v = [N] VI B E B Galerkin 方法 构造 加 权 
ауе у КАК) ЖИ ПЧ], КН Gauss ЕЛЕР. 


«ІП d[N] ._ 
dr dr АМ = 0 (а) 


其 中 1 = oT. 


(a) 在 图 7-6 中 展示 了 三 结 点 模型 .关于 中 心 线 的 对 称 性 允许 使 用 - -个 有 限 单元 . 式 (a) 对 应 问题 2. 11 
中 的 式 {d), 并 能 写成 如 下 形式 (注意 单元 长 度 是 L. /2) 


4165: 


“168. 


EREHE 
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ЕЕЕ ЯР о = 站 并 且 消 去 后 得 到 А -12/12. 然后 , o = (АТИ 
p) = (3.464/ 工 )(TAp), ВЕ Н 7.24 中 给 出 的 精确 解 
„= (пі СТГ) 2 由 于 只 能 建立 对 称 模 式 ,因此 分 析 者 再 使 用 对 
称 性 建立 有 限 元 模型 时 必须 小 心 . 换 句 话说 ,这 不 是 一 个 好 的 做 法 . 
{b) 三 单元 模型 相似 于 图 7-6. 除 了 长 度 是 工 /3 之 外 可 使 用 栓 周 的 
模型 ,整体 有 限 元 方程 为 


Li? 


+ + 0 0 
1 -1 0 gf% 3 2 1 v 
12 3 -1 2 -1 0) le 3 6 | 
ІІ о -1 2 - 11| 31,12 11% 
о 0 -1 lla, 6 35 6], 
Жа 
= 0 
7-6 ШЖ o = ъ= ОВЕН 2 2 EE 
Ше u] 
—(54- АГ?) 108 — 4412 а” 
或 (108~ 4AL7)? - (54 ~ А2)2= 0 
解 此 二 次 方程 得 到 解 
1⁄2 1⁄2 
- 2611) кенен 。 w= ИТ) 
= | L] imam — = 6283 工 | 
ЖЖ ИШЕК ӘЛ je sk Tg ІН — SE xT КУ JE ЗЕ an 
由 如 下 形式 的 方程 描述 | 
, Фф 
тото = 5% (а) М I ° | 
其 中 w 是 偏转 , T 是 薄膜 中 张力 , о BE 
度 , 构 造 薄膜 体 动 的 有 限 元 模型 公式 , 用 图 l 2 


7-?7 说 明 的 模型 求 其 一 解 . | 
Ж кк БУ (а) ЖБП wilr, у, }= Wy, 
у)е 4 则 可 导致 方程 的 分 解 i | 


әу aw ри? waw 一 
лау ТА" = 0 A= т (b) —— s 
想象 一 下 对 式 (b) 应 用 Galerkin 通 近 可 导致 结果 
[МТ ALN] рғы 7-7 


as. З САПМЇЇМЇ=0_ (е) 


7-7 中 的 薄膜 是 方形 的 并 能 用 四 个 方形 单元 模拟 .但 是 , 所 有 的 边界 点 都 对 应 W = 0, 因此 由 对 称 性 
用 一 个 方 撕 单 元 可 计算 出 相同 的 结果 .如 果 使 用 更 多 的 单元 并 耳 模 拟 了 全 部 的 薄膜 ， 可 以 得 到 一 个 更 
完整 的 分 析 . 如 同 在 题 7.7 и ы ыы а 
称 模式 . “отне 3.5 (е), 


Ë. = 1, 088 3.34 中 给 出 最 后 一 个 方程 , K = А 模拟 .图 ?7-7 中 的 鱼 БЫН ФИН W, = 
=W,=0, MAARMAN ни 


424 a 41 _ 
6( 222 4+2 ^4 ^9 


出 此 得 w = 24Т/а?р а-(4.899 а) T / 1248 25 РИЯ в@=(4,443/а)(Т/ р)! (ШЕШ 7.26). 
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关于 振动 薄膜 的 有 限 元 分 析 更 为 详细 的 细节 由 Bickford(1990) 纵 出 ， 
描述 一 个 梁 结 构 横 向 运动 的 微分 方程 相似 于 式 (4.1), 社 根据 Timoshenko( 1995), 可 推 
导 其 有 如 下 形式 


EI 一 4 =- p 52 (a) 
Jri е 32 

其 中 о 是 梁 每 单位 长 度 的 质量 密度 . 假设 它 敌 自由 简 谐 运动 , 推导 对 应 的 局 部 梁 有 限 单 

元 ， 


EO к 在 第 四 章 中 已 经 推导 并 分 析 了 模拟 式 (a) 左 手 项 的 粱 有 限 元 . 简 下 的 只 是 建立 一 个 关 王 方程 


右 侧 动力 项 的 模型 .使 用 Galerkin 方法 椎 导 有 限 元 模型 具有 教学 的 价值 . 遵循 第 五 章 市 的 方法 并 合用 
是 4.9 的 起 (四 和 式 (作为 一 个 试 解 ， 
afz = СМ) Н (b) 
ЯРМА м, М; Nielsin 6, v2 六 这. 将 试 解 代 入 到 控制 方程 ; 
2 
кт ы + її 2 қам) 


о) 
乘 以 权 函 数 并 在 长 度 上 积分 ， 
[ ЕП" БЕРЕР + pLNITIN] = = 0 (а) 
对 首 项 进行 分 部 积分 两 次 ， 
f SE Нн + tit I Jae = ae 


SS Ж ИН m k k XT ЖЩ E {а ЖШШЕ E k h B ЖИЙ U| ЗН Ж $ PE, 且 它 被 视 为 由 作用 的 横向 
负载 所 引起 的 连接 负载 ,没有 横向 负载 的 自由 性 动 问题 由 在 体积 分 内 的 微分 方程 所 控制 .假设 ~- 个 如 
下 形式 的 解 

ибх.) = Vir)e™’ 
并 代入 到 微分 方程 就 得 到 对 应 的 特征 值 问题 ， 


f(e PNE Sv ptNT NV = 0 (е) 
式 (e) 的 首 项 是 在 第 四 章 中 题 4.4 ССРУ СЕ) АНЫН ИЕ ВЕ. RONE е ЮТ ARER: 
[m] = Ж ЫШЫ (p 


R 4.9 А920) СӨЛ ЖЕ Е Ж. ЕРІН ЕНДЫ A 
22% - Зл, + [2 


р) 21-221? + ал 


1 
L КЕРЕ 122 - 3441. +12 TL - 20012 + Drs eL- 2212] 
L- rI? 
积分 并 代入 积分 限 后 ,质量 第 阵 变 为 (Legan, 1986) 
156 221 54 -13L 
22L 412 -13, -3L: 
[m] = үс 
MIT 420] 54 ІЗ) 156 -22L (g) 


-13L -3L2 -2L 412 
总 之 ,一 个 梁 的 弦 振 动 的 特征 值 问题 可 以 写 为 
[КУ - аур = 0 (h) 
使 用 一 个 粱 单元 计算 一 个 在 端点 固定 的 粱 的 自由 振动 的 自然 频率 . 
М ü 将 题 4.4 的 式 ( 昌 有 在 题 7.9 中 导出 的 质量 矩阵 式 (g) 售 并 .边界 条 件 为 w0) = 601) 0. 
从 有 限 元 短 阵 中 消去 第 一 和 第 三 行 与 到 : 


gfe ЖЕ 412 Б 


-0 
L Lan? apd 420 0.312 42 t) 


Жл. (а) 


“167: 


+ 168 = 


Ж л 


7.11 


172 Ü. I 172 
а = 10.954CEl/p) HMw = 50.120( EI 7p) 


Lš 
精确 解 可 以 计算 为 
2 2 .867( E 1/2 39.478(Е1/ь)? 
o = (EO) 或 а = 9:86 (Еш) 和 ,= jp) 


ЖДУ НИЕ = ж, Ж ЖК RUTE, В ЛУ Н ЕДО Ë НИ 
问题 的 公式 ,可 以 导出 一 个 一 般 化 的 表达 式 , 然后 俩 之 专用 于 表示 一 个 特殊 的 应 用 .使 
用 九 结 点 拉 格 朗 日 有 限 单元 研究 轴 对 称 柱 堂 标 系 中 的 一 个 有 和 限 柱 体 的 自由 艇 动 ， 

Н къ 弹性 方程 可 以 用 箔 卡 儿 张 量 记 号 表示 为 


а? ц 
m; T өза бұ = dji ізі (a) 
Sy = Сы (b) 
ғыт (ш + ша) (c) 
设 和 =[N]iu 为 一 试 解 , 从 式 (可 以 得 到 
tef = [L][IN] ju} = ТЕТІ (d) 


将 式 (c) 代 入 到 式 (b) ЖАКА, ЕЖЕ ЕШ Н, 结果 为 

И "ЫС КИП + ГАЕМ) ш) dV = | NPC) AN ujas (e) 
公式 , 式 (e), 是 很 一 般 的 并 能 表示 任何 弹性 问题 . 轴 对 称 弹性 问题 由 式 (3. 17) 和 {3.18) 定 义 ,并 在 
6.7 节 中 转化 到 轴 对 称 的 r, а 坐标 中 . 式 (a) 对 应 包含 有 动力 项 的 式 (6,6} 和 (6.7), 式 (c) 是 对 应 式 
(6,5) 的 一 般 般 述 . 式 (b) 对 应 题 3.26 中 的 式 (a). 注意 那些 不 熟悉 下 标 张 量 记 号 的 读者 必须 知道 式 
(9 一 (ce) 在 除了 笛 卡 儿 坐 标 系 以 外 的 任何 系统 中 不 能 扩展 成 弹性 方程 ， 目的 在 于 得 到 式 te) 并 将 此 方 
程 用 来 表示 一 个 特殊 的 应 用 . 

ЖӘН 由 振动 问题 的 一 般 形式 并 可 写成 另 一 种 形式 .忽略 张力 边界 条 件 ， 


Í. [BI"ICIB] ш! + {NJTp[N] ‚ш 4У-9 (1) 
式 (1f) 的 第 二 珊 称 作 相 容 质 量 矩 阵 , 并 用 形状 函数 而 不 是 按 比 例 的 将 质量 集中 在 单元 结 点 上 来 构造 
用 式 {了 ) 定 义 自 由 振动 问题 并 设 一 个 合适 的 简谱 函数 表示 加 速度 项 . 所 设 函 数 满足 弹性 原理 的 位 移 


z 


A 
= 
еч 
I 
< 
A 
r 
有 限 长 度 圆柱 有 限 单元 网 格 


Жен ”有 限 元 分 析 中 的 精 选 题 日 


方程 ,将 应 变 - 位 移 方 程 , 式 (6.5), 代 入 到 连续 方程 , 式 (3.18), 然后 将 结果 代入 到 应 力 守 恒 方程 , 式 
(6.6) 和 (6.7), 就 得 到 用 位 称 表 示 的 控制 方程 .满足 位 移 守 恒 方 程 的 炒 数 有 

ні хі) = U(r,z)e vr жу) = V(r,z)e ™ (g) 
其 中 o EARR. AOH- MEER 

[K - АМИНО = D (h) 

九 结 点 Lagrange 单元 在 题 6.24 Р Ж.Ш [В] УСЕ НЕ 6.12 的 式 (a) 和 {b}{ 也 可 见 题 
3.26), HERALA ЕКЕ Л ЖЩ ЖКП, 所 得 的 铺 果 定 阵 [B] 是 4x18 6. Hi RE[C] 
Br PER 3.26 中 的 式 (d) ,是 一 个 4x4 和 矩阵 .根据 式 ( 仆 并 用 九 缚 点 Lagrange Ж ДА ЖЕЙТ, Мул ПД БЕР ИЕ 
[M] 的 台式 .显示 质量 定 阵 为 


ГМ, 4 
0 N. 
м, 0 
0 N ° 03 гм 0 N 0 ~ N ф 
(M) = Í . . | | | dy (i) 
ү Ü Ё 2» 0 N. ü №, с 0 М 2х18 
~ 0 
0 Nad pa 


其 中 dVY=2rrdrdz 由 于 在 每 个 结 点 上 都 有 两 个 自由 度 , ARER о ЕТЕНЕ Я.А 
的 局 部 有 限 单元 是 一 个 18x18 矩阵 . 

Hutehinson(1967) 研 究 了 图 7-8 中 的 轴 对 称 有 限 长 度 的 圆柱 .边界 菜 件 为 иба. у= 0, Н 
的 例 面 * 方向 上 的 位 移 为 零 , wia, z) -0 wir, БА, 1) =0, 即 存 柱 的 所 有 边界 上 x 方向 上 的 位 
ВУЗ, Н oela, +h,ti)= 小 即 在 柱 的 所 有 外 表面 萝 切 力 为 零 , 在 本 该 有 限 元 法 的 应 用 中 可 以 使 用 
对 称 性 ;使 用 从 个 九 结 点 单元 横 拟 柱 体 , 铺 果 为 45 个 结 点 和 90 个 自 出 麻 , 模 型 在 图 7-8 中 显示 , 且 а 
三 1, 瞩 =2,v 一 0.3, 关 于 前 四 个 频率 的 结果 在 表 7.3 中 进行 了 比较 ， 


表 7.3 关于 有 限 长 度 柱 体 的 频率 


Hutchinson 


有 限 元 


Cheng(1988) 给 出 了 轴 对 称 柱 体 的 其 他 的 一 些 结果 ,以 及 一 个 关于 由 是 5.19 给 出 的 方程 所 定义 的 压 
电 性 柱 使 的 应 用 . 
描述 一 个 长 柱 的 微分 方程 相似 于 式 (4,1}) 并 可 用 材料 的 初等 力学 导出 为 
de pfu 
El dr? tP dr? | 0 ч) 
其 中 也 是 一 个 作用 在 柱 端 处 的 同 轴 的 轴 向 力 . 推 导 一 个 能 够 用 来 描述 具有 了 向 轴 轴 向 负 
载 的 柱 体 变形 行为 的 局 部 有 限 单元 . 
МО ке ВОЛТ. о 中 的 过 程 , 其 中 使 用 Galerkin 方法 推导 模拟 式 {a) 中 首 项 的 染 有 限 元 ,此 技 
术 可 用 米 推 导 关 于 式 (a) 中 第 二 项 的 有 限 元 模型 .假设 一 个 如 同 题 7.9 中 的 试 解 ， 
viz, t) = [N(z)]1v(t)1 (b) 
其 中 [N(x)]=[N № N; мро) =l 6) 9 #11. RARA Н ЈУГ а 5, ЖЕ 
以 报 画 数 并 在 长 度 上 积分 ， 
六 miNT БІ, ат + [ei EN vas = 0 
a т d ат 


分 别 用 两 次 和 一 次 分 部 积分 法 积分 首 项 和 次 项 .如 同 题 7.9 中 的 那样 ,存在 关于 代表 前 急 力 , 力矩 和 


轴 向 力 的 结 点 (过 接 ) 负 载 的 边界 条 件 . 忽 熙 一 些 可 能 的 连接 革 载 并 专心 于 控制 柱 体 弯 临 的 特征 值 问 
ШІ. 


(e) 


16%: 


+170 - 


ЖЕЛІМ 


7.14 


(4) 


式 (d) 的 首 项 是 题 7.9 PARRER EO TURAE 4.9 中 式 [ce) 一 (人 ) 给 出 的 形状 函数 导数 来 计 
算 .积分 中 的 矩阵 相 乘 后 如 下 


上 2 тор Т 
[в ШП ENN yy p ANE ND. ) a, -0 
Ü 8” dr dx ах ! 


бі: - 62]. 
3z2L — 4rzL2 + L? 
5 , Blea? - 6х1 322L 4al? + L? — 6r2 + 6 L 3r27 — 2212) 
- 6z“° + бі, 
3z2L - 217 


ВАННА т, КЕНЕЛЕ ЖЩ ЛЕ F EB] BJ ЕЛЕ H (Chajes, 1974) 
36 3 -36 3L 
P | 3L 412 -3L Lš 
7302136 -3L 36 -3L Ce) 
31. І? 3L 41? 
总 之 , 关于 对 一 个 柱 体 的 临界 弯曲 负载 的 特征 值 问题 可 以 写 为 


[D) 


КУ - ІІМ =0 А2 去 (D) 
使 用 一 个 有 限 单 元 计算 对 一 个 两 端 固 定 的 一 个 柱 体 的 临界 变形 负载 . 
Ж Ep 将 题 4.4 中 的 式 (上 和 在 题 7.12 中 导出 的 式 {g) 合 并 . 边 办 条件 为 o(0)=o(L)=0. | 
限 元 矩阵 中 消去 第 一 与 第 三 行 和 列 如 下 ， 

FI[4L2: 212 р (412 L? 

аа Ұй! i 12 ке) 9 э) 
解 式 (a) 得 到 P -9.689ЕГ/12 和 Р; = 74. 311ЕТ/12.# WW [H А P. = nw EIL? R P, = 
9.867 EI/ L! P. = 39.478EI/ L2. 
在 图 7-9 中 显示 了 一 个 在 &, у, у АЕ РЛ НЫТ. 


т 


(1,1,1) 


(—1.1,-1} 


(-1.-1,-1) 


图 7.9 


E КЕ 参照 题 6.4 和 图 7-9 中 的 结 点 1, 其 中 包含 铺 点 1 一 4 的 平面 对 应 р -1. 沿 着 y 轴 的 一 个 


线性 PEELS Liy= р DA(- 1- 1 .二 和 了 方向 上 的 线 住 一 维 插值 公式 已 在 题 6.4 中 
给 出 并 能 与 1, 合并 为 


яси ЛЕ Н 4171: 


Ni = Lidig = а-да F: pU = 


相似 地 , Ж ГУР 
Мақ Ге = (1 + (1- pa 一 9/8 


Na = {1 + EC + ҙХ1- 9/8 N, = -E+ ol- #)/8 
Ns = (1- A - pi + УВ Ne = (1+ #&)(1—-)(1+ 2)/8 
Ny = (1+8)X1+ y) + ф)/8 Na = (1 + A + 2)(1 — @)/8 


图 7-10 中 显示 了 -- 个 四 结 点 一 维 等 参 单 元 .合用 Lagrange 多 项 式 推导 形状 函数 ， 


1 2 
-1 -4 1 


МЫ ке 参照 图 7-10 ЖКА (6.3), 


二 -村 GD Lela [eo |а D 


һ--Ше 


L= е+р[ тт} -nD а деж (еж 4 :--) 
讨论 两 结 点 一 维 线性 单元 的 连续 性 以 及 它 对 一 维 热传导 的 应 用 、. 
Е кєр 两 结 点 单元 的 连续 性 在 图 2-4 和 2-5 中 用 图 形 显示 出 来 .形状 函数 在 结 点 处 是 СО 连续 
的 ,但 是 .其 一 阶 导 数 是 未 连 续 的 .因此 可 得 结论 , 两 铺 点 一 维 单元 是 C 奖 的 . 对 此 结论 可 能 存在 一 
ИЖ. БИНЕ ЛЕКИН ЛЕ 
ат 
із? 
ЖЫ T(z)= Toz /L 和 和 dT/dx = Тоа, AEN 一 阶 导数 也 是 连续 的 . El E ЕЙ ЕЛ 
E С! 类 的 .由 于 一 线性 函数 是 控制 微分 方程 的 精确 解 , 所 以 形状 函数 有 相同 的 性 质 . 当然 从 有 限 元 
的 观点 来 看 , 有 关 此 问题 的 分 析 是 没有 什么 价值 的 ， 
使 用 Mindin 原理 和 式 (7,16) 作 为 计算 对 应 金属 板 变形 的 应 变 能 量 的 基本 关系 , 推导 
金属 板 变 形 的 一 个 局 部 刚度 窍 人 性 .使 用 应 变 能 二 推导 平板 单元 但 乱 在 第 站 章 导 出 的 关 
二 推导 梁 有 限 元 的 概念 . 
НК T 将 要 推导 的 有 限 单元 被 Hughs(1987) 命 名 为 "杂种 "单元 , 并 且 这 里 的 讨论 遵循 Cook 等 人 
(1989) 的 民法 ,推导 是 一 般 性 的 并 可 用 于 任何 单元 ;同时 它 将 被 专 ] 用 于 对 应 杂种 单元 .单元 的 来 知 
其 是 平板 旋转 和 横向 变形 , 并 根据 任何 单 元 的 自由 度 来 定义 合用 一 个 合适 的 形状 函数 .假设 在 单元 
末 知 量 和 结 点 未 知 重 之 间 有 如 下 关系 ; 


те, N Ü 0 N, 0 0 с жа, NU 01і(ш 
8,ү-|9 N 0 0 N 0 … 单元 、… 0 N 0O|]46 (a) 
8, оомо о м, … 节 点 重复 0 0 Nb 


- 0 ТО) = 6 T(L) = To 0 < += L 


或 iul = [Nhana] (b) 
其 中 | 是 单元 术 知 量 , [JW] 是 单元 形状 函数 , 且 ;dl 是 结 点 未 知 量 ; 
ІШ = іші би 8) w 85 8 U wn bm Pa lT (с) 


-- 般 地 ,平板 变形 的 应 变 能 量 可 以 写 为 
- 1 92 I T| Vr 
7 ЖЫРЫ 'EllieldzdA (а) 


其 中 及 ЈЕ PERHERE e 5007.14) ФАХРИ ЗЕН 7.7 节 中 的 方程 
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£ Ë = 2 її 


被 用 来 将 应 变 能 量 转换 成 对 应 式 (7.15) 和 《7.16) 的 短 阵 如 下 ， 
U = gf lelr[pu]ieia4 (e) 


在 每 个 结 点 处 有 三 个 由 式 (a) 定 义 的 自由 度 wg, ЖІ8,. (7.15 ИННА ЖИЕН АКТ 
矩阵 来 定义 

ікі “(ЛІМІ = (Blidi (0 
其 中 [L] 是 如 下 的 5Sx3 矩 阵 : 


го 2/8 0 
0 0 г/әу 
[L] = D aay Ә/дт (g) 
- 2/8у 0 1 
L- 4/4 1 0 
应 变 能 量 可 以 定义 为 
u= [| Патма СМИ ААА = y | dr[BJT[Dw][BJldldaa (h) 
式 (b) 导 致 刚度 矩阵 的 公式 的 形 成 为 
[K] = ІВМ ВА © 


Шетен Н, AOTH EAEE E E {ГБ АКШ 38 — A A л ЖЕ E H| НЕЕ E 
将 被 专用 子 对 应 杂种 单元 . 


y 


36 in 


1 2 3 4 5 x 
h = 0.25 іп, Е = 30(1DYpsi, v = 0.3 


Ё 7-11 


杂种 单元 在 图 7-11 Аг Л О езү Бф, ЕНЧЕВ ta BJ Н 
AELA 6.24) 和 在 第 六 章 讨 论 的 标准 从 结 点 单元 ( 见 题 6.25) 的 组 合 . 角 和 边 中 铺 点 有 三 个 自由 
Ж, 8,,8, Жш, ПФОЫНАЯК И ШЖ, 8, 和 中 .单元 总 共有 26 个 自由 度 .Lagrange 形状 函数 由 
来 模拟 旋转 & 和 名 ,并 且 标 准 的 八 结 点 单 充 用 来 模拟 横向 平板 变形 ww ,由 此 得 到 单元 刚度 矩 降 , 式 
(1), 被 分 裂 成 两 个 刚度 矩阵 ,一 个 模拟 变形 , 一 个 模拟 横向 前 切 力 ， 


[K] = [Ks] + [K,] (3) 

其 中 
къ: = | CB, IID, 1EB, ]dA (k) 
[K,] = | в, Ив, 14А (l) 


通过 分 析 式 (人 ) 定 义 的 结果 [B]= [Lj][N], F| Sir ИЕ ЖЕНЕН РЕВО 338 Р 03 9 ES 8 Lagrange Ж 
REREH), N 表示 标准 的 八 结 点 形状 函数 (变形 }. 注 意 写 出 一 个 表示 形状 函数 P 和 N 组 全 的 炎 


Жж ARNI ЫНАН 


417%: 


ШЖ (а) — ГН РЕЛГЕ НТ]. PHE RER] ШЕ 


0 ЗР/дх 0 0 apPxjar 0 әру/2е 0 
Ü 0 аРр,/ау 0 0 аР ду -- 0 аРа/ау 
9 ӘРІ/2у ƏP,/2z 0 ӘР,8у ӘР;/Әт арыау ƏP,/Əz 
- BN ,/ay 0 Р, - ӘМ;/ау 0 Р, “+ 0 P, 
— IN faz Р, 0 - аМ,/ах Р, 0 е. Р, 0 
Са) 
AOPA E ET RERA 
Ü aP 3r Ü 0 ƏP,/33 Ü ар„/дх Ü 
[B] = |0 0 дР,/ду 0 0 ардуу + 0 н (а) 
D ар,/ду ӘР,/ах 0 аР,/ау AP ldr ӘРр,/2у аРр,/дх 
_ Е 2М,/3у Ü P, -9М,/8у 0 P; + 0 "| (о) 
11х26] -Dior Р, Ü -2М,/8% Р, 0 © Р 0 
р ар 0 СА O 
[D,] = Б D 0 | [D,] = | 5 б. (p) 
0 0 (1-.))2 


图 7-11 中 的 方形 平板 为 36 x 36 英寸 和 0.25 35-18. РАЕН ЧЕНЕ 
心 结 点 , 结 点 13 的 1000 磅 的 负载 所 支撑 ,并 县 用 四 个 杂种 单元 模拟 ， 

(а) ЖИЫ ЖЕШ ЖК, 并 计算 每 结 点 处 的 变形 和 旋转 .下 =30(10)8 矿 / 平 方 英寸 和 y 
=0.3. 

СӘРЕ ИЕ, ЖИНА SA АМЕ ЖЕНИ. E =9.5(10)° E E Jy 3k v 
=0.29. 


М ЕРОЛ КОНЕН ЕНА h A EL r ЕЕ, 且 对 应 第 一 个 自由 
麻 并 作用 在 结 点 13 АУА» 10004. 灌 着 平板 边沿 的 所 有 变形 边界 条 人 忻 都 定 为 索 , 且 相 切 于 平 
板 边 沿 的 切线 为 零 ,结果 在 表 7.4 中 铬 出 ,并 与 由 Timoshenko 和 Woinowsky-Krieger( 19599 (055 
果 进 行 了 比较 .由 于 对 称 性 , 表 中 只 列 出 了 有 关 对 应 单元 I 的 结 点 的 结果 . 

(a) 在 结 点 13 处 的 变形 的 辖 确 解 为 u= 0.35022 英寸. 

tb) 在 结 点 13 处 的 变形 的 精确 解 为 ws=1.11314 英寸 ， 


#74 对 简单 支 样 平板 的 有 眼 元 解 


wa. 
жа (а) 平板 1- (b) HER 
wa (of) 8. д, at 英才) 8, 8, 
1 0.00000 0.00177 0.00163 Г 9.00000 0.00564 0.00523 
2 0.00000 0.00600 0.01421 0.00000 0.01918 0.45381 
3 0.00000 0.00001 0.03170 0.00000 0.00004 0.10129 
6 0.00000 0.01416 0.00602 0.00000 0.04520 0.01925 
7 * 0.01346 0.01345 * 0.04285 0.04282 
8 0 24265 0.00000 0.02765 0.77350 0.00000 0.08813 
11 0.00000 0.03178 – 0, 00003 0.00000 0.10148 - 1.00008 
12 0.24263 0.02765 2.00001 0.77349 0.08812 0.00003 
13 | 0.35008 | 0.00000 0.00000 1.11533 – 0.00001 — 0.00002 
ж ЖИ ейун C Sh ЕН ЧА 
补充 习题 


719 ” 设 有 一 个 充满 一 均 质 材料 且 长 度 为 上 的 一 维 空间 .空间 中 有 一 初始 温度 T, .空间 的 表面 定 文 为 = 


和 == 工 .其 开 的 温 庆 瞬间 变化 到 т, . 求 此 问题 的 分 析 解 


174. 


有 限 元 分 析 


7.20 


7.21 


7.22 


7.23 
7.24 
7.25 


7.26 
7.27 
7.28 


7.29 
7.30 


7.31 
7.32 


1.33 


设 题 7?.19 中 定义 的 材料 12 英寸 厚 ,并 旦 初始 时 有 -一 个 30 下 的 定常 的 温度 分 布 . 令 о = 120 RERA 
F.c=0.2 Bwli F) ,8=0.5 Ва е A P .假设 温 度 在 每 个 表面 处 ,z=0 Ж r = А, ТА ЯН 
80 下 ,使 用 10 个 相等 的 有 限 单 元 求 其 一 解 ,并 与 分 析 解 进行 比较 .使 用 两 结 点 线性 一 维 单元 或 一 条 四 
结 点 一 维 单元 ,并 对 时 间 导 数 应 用 向 后 擂 分 ， 
在 题 5.25 中 给 出 一 组 定 交 两 相 扩 散 的 偶合 方程 . 设 由 方程 定 交 的 材料 占据 着 室 间 0 委 z 扫 工 , 且 在 边 
界 处 受 Cr 变化 的 约束 .边界 和 初始 条 件 为 
CAO = C(L ЕГ 1>0 (а) 
С,(х,0) = С.х,00-0 белес! (b) 
求 此 问题 的 分 析 解 . 
求 题 7.4 中 的 式 ( 避 定 祥 的 轴 对 称 瞬 时 扩散 问题 的 一 个 分 机 解 . 设 C 基 和 :的 函数 ,并 将 问题 降 为 ~- 
Жана 设 有 对 应 中 空 柱 体 的 边界 和 茶 件 CUr=i, 1) 10 HCO = 2,{}/дт =0, 初 始 条 件 Ctr,0)=0. 
求 一 个 由 题 3.4 和 ?7.22 所 定义 扩散 癌 题 的 四 单元 有 限 元 解 . 
求 由 式 (7.2) 所 定义 缀 振动 问题 的 分 析 解 ， 
一 个 桂 的 自由 级 店 振动 出 一 个 相似 于 式 (2.4) 的 微分 方程 控制 ,并 写 为 
а? Flu 
3⁄2 T ДЕ (a) 
(aa 没有 自 出 -自由 边界 条 件 ,使 用 两 个 线性 有 限 单元 计算 一 个 解 , 并 与 精确 和解 进行 比较 . 
(b) 设 有 国定 -自由 边界 条 件 ,使 用 两 个 线性 有 限 单元 计算 一 个 解 ,并 与 精确 解 进行 比较 . 
求 在 题 7.8 中 上 所 定义 的 薄膜 振动 的 分 析 解 . 
使 用 一 个 梁 单 元 计算 一 个 一 端 男 定 .一端 自 由 的 梁 的 自由 振动 的 本 质 频率 
求 在 下 列 条 件 下 , 柱 的 临界 弯 帕 负载 的 分 析 解 :(a) 钉 住 -条 住 , (b) 钉 住 -固定 , (с) а Е-Е, (а) АЕ - 
Нш. 
使 用 有 限 元 方法 计算 一 个 两 器 天 定 的 梁 的 临界 弯曲 负载 . 并 与 精确 解 进行 比较 ， 
使 用 有 限 元 方法 计算 一 个 国定 -自由 的 梁 的 临界 弯曲 负载 .并 与 精确 解 进行 比较 . 


n 


М 7-12 2717 Lagrange 单元 


在 图 7-12 中 显示 了 一 个 .次 三维 Lagrange 有 限 单元 .使 用 题 7.14 ВТА ЕЛУ АО И ЛК. 
在 图 ?-13 中 所 示 的 三 维 等 参 有 限 单元 是 具有 20 个 边 结 点 的 二 次 单元 .除了 没 让 内 部 结 点 外 , 此 单元 
相似 于 题 7.31 中 的 二 次 单元 .推导 对 应 的 形状 函数 . 

在 图 7-14 中 显示 了 一 个 12 结 点 的 . 维 三 次 等 参 有 限 单元 .推导 对 应 的 形状 浮 数 . 


REH ”有 限 元 分 析 中 的 精 选 题 月 


图 ?-14 三 次 单元 


补充 习题 答案 


7.19 在 基本 的 热传导 问题 中 , 控制 微分 方程 通常 号 为 


“Тт лат (а) 
ах? а ñi а 


其 中 a = р PESKO. DPH a ІНІ 初始 条 件 为 T(z,0) = T, - T, = To, 表 示 温 度 的 改变 . 边 
界 条 件 可 用 温度 变化 来 表达 并 且 是 齐 次 的 , TO, г) = T(L,:) =0. 使 用 变量 分 离 法 解 式 (a). 此 问题 
是 很 基本 的 并 能 在 许多 有 关 热 传导 的 书籍 中 找到 (Gebhart， 1961). 当初 始 温 麻 分 布 为 定常 时 , НГ 
RA 


s 


_ 4 <a е“, nnr 
T(tx,t} = Т, т 22, тр (h) 


ЕФ A= (ил). 

ВЕНКА 0.2х0.2 ЗУРА ЯЕ лу МЕНЕЕ яа 7.2 中 的 式 (d) 所 定 
文 并 形 如 [Nj Гес ][N] 的 容量 朱 阵 的 一 部 分 .并 且 当 形状 函数 舌 阵 被 定义 为 一 个 2x 4 ЖЕН, 材料 
а HAMT: 


176 - 


有 限 元 分 折 


7.21 


1.23 


өзе 


ЖОМ ТН РЕГЕ АТН ШЕЕ. fE K 7.5 中 列 出 了 结果 .对 2 使 用 0.2h 的 时 间 增 其, 然后 
用 0.5 h 来 完成 分 析 .结果 关于 条 中 心 是 对 称 的 ,下 只 给 出 一 半 条 的 结果 . 


%7.5 瞬时 热 变 换 的 有 限 元 解 


时 间 {h) 
(英尺 } 0.4 1 5 15 
7 — 

= FE 精确 | FE 精确 РЕ 精确 FE 精确 
0.0 30.00 30.00 30.00 30.00 | 30.00 É 30.00 30.00 
0.1 12.97 13.18 15,56 18.73 25.68 25.77 28.40 29.46 
0.2 3.96 3.64 9.75 9.82 21.79 21.97 28.86 28.97 
0.3 0.98 0.61 4.41 4.27 18.70 18.95 28.43 28.57 
0.4 0.23 0.05 1.89 1.60 16.72 17.01 28.15 28.34 
0.5 0.09 0.01 1.18 0.86 16.04 16.34 28.06 28.25 


要 解 的 方程 为 


ас әс ас 
g DF + 86, аС, = ü : 
1 дұ 


2; - Су аС, = Ü 


由 Сигип 和 Yatomif 1979) 可 得 解 : 


| _ 4 2, (рата ехр(- put) lga a- perplot). nnr) 
Garhi т 2, nlo g sin y ] 


с ТРЕЕ 4 Ў Ртекрі — ҙы) exp “аа a зы | 
а Е n( pn 7 q.) L 


a` 
в 


其 中 е" арад, ке кд жар?! „= D| 32] 
4 ' 
此 精确 分 析 能 被 用 来 证 明 对 应 的 偶 台 有 限 元 分 析 . 
нужно) 
2 ` 
nÇ, 20 95 = 06 t >0,1 < r <2 (a) 
PREE Cr) T(1)R(7), 得 到 
dR ,dR 0 + DT = (b) 
有 和 解 
i 2 
Ciri) = ТӨЗЕІН)- exp, pa 2) [AJ (Ar) + BYo(aAr}] (c) 


其 中 Ja 和 Yo 20 Besed 函数 , 且 常 数 A 和 了 由 初始 茶 件 和 边界 条件 决定 .Kardomateas119891) 给 
出 了 式 (0) 的 一 个 一 般 解 , 并 得 到 


= а 2 
С{ғ,1) = а + S expl Phat) САЛЫ Ағ) + B.Y (А )] (d) 
Eh À, 是 下 面 方 程 的 实 根 
[ёт (28)]j (8) — [eC26)] Yo0(#) = 0 (e) 
由 边界 条 件 得 到 
a = 10 


[А] ,(24„)]° 
F(A) 


[4,7,02А,2]2 (D 
Е(А,) 
ELA) = ГАО = (А, ОАР 
在 表 7.6 中 给 出 了 使 用 问 后 插 分 方法 的 结果 .使 用 0.05 的 时 间 增 其 直到 上 = 0.5, 然后 增加 到 0.1 直 
到 =1.0, 再 后 增加 到 0.5 直到 完成 分 析 ， 


А, = 10=[ YotAs }] 


B, = ~ 10rLJo( An)] 
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7.24 


7.25 


7,27 


%76 轴 对 称 扩散 的 解 
时 间 (h) 


r 0.1 0.5 1.0 5.0 
РЕ 精确 FE 精确 FE | 精确 FE | тй 


十 
1.00 10.000 10.000 10.000 10.000 10.000 10.000 


完成 开始 于 题 7.6 的 分 析 . 式 (ec) 中 的 第 一 式 的 解 为 
V= Csin| ez], рој шт | 
с с! 
А vit, S viL, = 0, WAA р= 0. Ж vlr, г) = (А зло + Bcoset)sin(oz/ c). EFAA 
вш, / с) = 0. 1. / е = т Е Е КА с 并 归纳 到 振动 的 高 阶 模 记得 


1/2 
e = 至 [了 | n = 1,2,3,-- (a) 


精确 解 遵循 题 7?.6 417.24 并 由 Timoshenkof 1955058. z (z, t) = U(r)(Asinwt + Besot) ЗА 
ARa), A U = Csin(ar/c) + Рсов(ох/с)Н e= (Ep). 
(aA H -ËB H 8538 9 R Xd y 

2000) -az -0 


Әт ах 


并 得 w= (пту )(Е/р)?, п -1,2,3,- ВЕНИ 7.7 中 的 式 (9), 量 一 个 两 单元 模型 的 


ЖЯ 
1 1 
: тоу 0 
1 -1 біш 3 6 ні 
2 А1 2 1 
+ 一 上 2 -il$ Е 3 6 |1*? = 6 (a) 
ü 一 1 І- іш; 1011043 
6 3 


其 中 =pw21E, 解 式 (a) 得 w=0( 由 自由 -自由 的 边界 条 件 引起 的 刚性 体 模式 }, ml = (3.4641/.)( E/ 
е)! wa (6.4142/1,)( ES p). 
(b) 固 定 - 自 由 的 边界 条 件 对 应 


«(0-92 26 


FF ш =(пл/21,)(Е/р)!?, п -1,3,5,-. ЖЕ ННІ (а) Ф МЕ Ни: 


2 1 

2[ 2 -1 а 3 6 М 

ШІ, 1 из | R 29 (b) 
6 3 

ЖАСЫН w =(1.6114/1.)(Е/ о)!?, әҙ = (5.6293/1.)( Е/ ру, 并 可 与 精确 解 相 比 . 

用 变量 分 离 的 方法 解 题 7.8 中 的 式 (a). Meirovich( 1967) 给 出 了 一 个 大 小 为 axb 的 年 形 薄膜 的 完整 解 


为 ñ 
om) {т} Т)” 
边界 条 件 为 (0) = dv(0)/dr =0. 通 过 消去 第 一 和 第 二 行 与 列 更 改 一 维 粱 和 矩阵， 
12-617] „рр 156 -22L 
5 。 а Wai ы. 
RETER 


= 3.534( Е1/р) 2 - 1⁄2 
ш = 3.534 HI 和 o= 38 Ио) 


由 Timoshenko( 1995) 可 计算 精确 解 为 


Ж Ая 


_ 22.034( El/ p)? 


3.515(ЕІ/р)'2 和 


L? kusi 12 
ЖЕШ 7.12 PHR). SH Chajes(1974). 
_ ne EI EI 
(аР, = ү (b) Pe ууу 
dr ET _ EI 
(с) Рр. = 1: (d) P. Оу 


固定 -固定 柱 体 将 需要 最 少 两 个 长 度 为 L/2 的 有 限 单 元 . 合并 两 个 局 部 单元 并 消去 整体 单元 中 对 应 
000) = ә (0) = vtL)=v (IL)=0 的 行 和 列 ，; 
EI 24 0 P 72 0 _ 
Li | 0 Е 301, | 9 ы: = 0 
特征 值 问题 的 最 小 根 为 P. =40EI/L2, 可比 作 精确 值 P. =4 EI L? 39.4784FT/ L2, 
使 用 题 7.2 中 的 结果 并 消去 刚度 和 矩 蚂 中 对 应 vy(L)= yw {LL)=0 的 第 三 和 第 四 行 与 列 . 
Е(І2 6L] р [36 3L1_ 
13 [е е) 30L B: о] 0 
特征 值 问 题 的 最 小 根 为 P. = 2.4852Е1/12, 可比 作 精确 值 Po = 2.4674ЕІ/1?. 


对 应 o= - 工 的 平面 包含 前 九 个 结 点 . 另外, 结 点 编号 在 单元 的 四 周 是 连续 的 ,并 与 图 6-12 中 对 应 的 


二 维 单元 所 使 用 的 编号 相反 ,在 那里 角 铺 点 编号 为 1 一 4, 边 中 结 点 被 编号 为 5 一 8. 形状 函数 如 下 . 
ЕЕ 


Мү=-(1-®)(1-)(1- ф)&ф/8 Ns = (1+ 8)(1 - p- ) 25/8 
Ns =- (1+ (1+ 2)(1 pirs N= (1 ~ N+ 9)(1 — ә)еуу/8 
Nia = (1 EXI- 9)(1 + Ф) Ep8 Na = - (1 + E- pCi- 的 有 /8 
Na = (1 + #)(1 + gill + ф)Ёф/8 Na = = (1 - 8)X1 + p- yens 
边 中 结 点 

N, = (1— ENG- pU- Фф) руя М, =- (1 + &)(1 — pX- 6)ë%/4 
Ne =- (1— Ë)(1+ pl - ф) 0/4 Ns = (1- ё)(1-)(1- 内 部 /4 
Мо = (01-90-4001. pye N=- (+A -DU 20/4 


Nu = (1+ 8)(1 + 9)(1 82) р/а Ni =- (1 8)(1 + 3) (1 = 22)89/4 

М» =- (1 - PNO- 9)(1 ұ)ту/4 Na = (1+ 8(1- 92)(1 + 0) а/а 

Na = (1 — £)(1 + 9)(1 + Фф) md Ni =- (1- E1- (1 + 0)82/4 
фен, 

М--а-Фа-аоа-Фж2 Аи = (1- PA- gA- 9/2 

Ni = (1+8)X1- yi- @2)£/2 Nis = (1- аж pU- 2/2 

Му s- 0-80- PI- PE № = (1- PNL- фр 9/2 
中 结 点 : 

Na = {1- ËL- p- 6° 

7-13 的 结 点 编号 方案 显示 对 应 у= ~1 ВИ A 1—8 的 结 点 , НАШЕ 1—4,iB rh 
结 点 编号 为 5 一 8. 
Ni = (1- A Dl- 6)(— £ тр é — 2)/8 Ns = (1 + 6) — g9)( — ф)/4 
Му-а%001-341-%Х(6-4-%ф-2У/8 Ns = (1+ #001 pP- wd 
Му = (T+ &)(1+ g)X1- @2)(£ go- g 2)/8 
М, = (1-1+ g)X1- gX- £ + тр p — 2)/8 
Ns = (1- 8)(1 ~ Wt- ?)/4 
Ni = (1+ A + 9)X1 =- 22)/4 


N; = (1 = )X1 + g)(1 ~ ф)/4 
Ns = (1 — A P(t- gA 
Ni = (1+ (1-0(1- ұ2у/4 
Ni = (1-#@)(1+)(1— 7574 
Ма-а-ва-рфа»у)(-е-%;-2)/8 Ny = (1 2)(1- p+ ф)/4 
Na = (1+42£)(1 plige yt- 2)/8 Му = (1+8)(1- 1+ ф)/4 
Nis = (1 + 8)X1 + 9 X1+ PIE g+ g - 2)/8 М = 


= (1- e+ 9)(1 9/4 
Мв = QO- et (1+ ф){- Š + + gë - 2)/8 Næ = (1- ë)(1—- wy) + g)⁄4 
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7.33 
M =S- O- pE- 10+ р) 
м№= уа + (1-01 -10+9(#®+ 32) 
N.=3s(1+0)(1+9)[-10+9(@ + 91 
№ = 3101-50) -10+9(г# + 2] 
м-жа-ға-ра-зә 


ма SU- PN- үзе) 


Na+- (1-3) 
Ne= 这 (1+8)(1- 20-34) 
м-Жа-ғбуа»фағз 
Мы =зу(1- (1+ 9001-38) 
Ми=зу1-©(1-{90(@1+3) 


мазфа-ға-қуа-эр 


附录 偶 台 稳 忠 状态 热 弹 性 的 计算 机 程序 编码 


EIERE 5.8 中 推导 出 偶合 的 时 间 依 束 热 电 性 的 有 限 元 问题 . 并 在 题 5.17 中 详细 讨 
论 了 其 稳定 状态 的 二 维 情形 , 在 此 附录 中 将 展开 二 维稳 定 热电 性 的 有 限 元 程序 编码 ,如 同 在 题 
5.8 中 导出 的 那 祥 ,时 间 依 赖 问题 是 完全 偶合 的 . 当 达 到 稳定 状态 , 温度 将 不 在 依赖 于 时 间 , 并 
县 位 移 只 依赖 于 应 力 , 位 移 边界 条 件 和 物体 内 的 恒 态 温度 分 布 . 
在 题 5.17 中 给 出 了 控制 微分 方程 , 并 在 此 重复 以 作为 参考 . 
Сағы, T В: = - f, (A.1) 
k Q. = r ің = 0, i= j (A.2) 
其 中 sy 是 由 位 称 定 义 的 应 变 , 8 是 从 某 基 本 温度 为 超 始 的 温度 变化 , f. 和 > 分 别 为 体积 力 和 
外 部 热源 .材料 常数 为 Сы, В ЖЕ, .对 应 的 有 限 元 方程 为 
[Kl]iut — [Kelio = {fl + ti (A.3) 
[Kw]10| = iri + IQ (A.4) 


ERIT O IE RUBEN АМЕ. 
主 程序 

数组 参数 的 维 数 定 义 被 安排 在 第 100—200 行 的 语句 中 .第 305 行 (GOSUB 1000) 是 一 个 
定义 了 在 题 5.18 中 讨论 的 变换 矩阵 的 子 程序 . 

在 一 个 坐标 系 中 必须 定义 问题 的 几何 特性 ,本 例 中 使 用 了 稍 卡 儿 坐 标 和 等 参 有 限 单元 . 像 
结 点 数 .单元 歼 .每 结 点 处 的 自由 度 .不 同 的 材料 参数 的 个 数 和 边界 条 件数 的 基本 数据 必须 作 
为 初始 条 件 输入 到 计算 机 之 中 . 见 程序 中 的 320—420 fT. 


定义 如 下 的 参数 ， 

NP = ЖА 

NE = 单元 数 

NODE 之 ”每 单元 结 点 救 

NB = 本质 边界 茶 件 数 ( 见 第 二 章 】 
NDF > ”每 结 点 处 的 自由 度 
NMAT = 不同 材料 数 

NCON 过 ”每 种 材料 的 材料 常数 的 个 数 


能 够 定义 结 点 在 坐标 系 中 欧 位 里 和 结 点 与 单元 的 关系 .这 些 在 第 三 章 中 定义 为 结 点 坐标 
数组 和 连通 数组 .在 这 里 它们 被 定义 如 下 .每 个 数组 的 维 数 是 任意 的 , 并 且 在 程序 中 维 救 大 到 
足以 容纳 一 个 问题 . 

CORD(50,2) = 绪 点 坐标 数组 ( 结 点 数 , Яу SJ EL) 

NOD(20, 8) = EPRA ES, 11 ЫН R 0) 

ЛЕВЕ, 材料 参数 和 本 质 边 界 条 件 包含 在 程序 的 300—920 FP. 自然 边界 条 件 在 
1000—1150 中 输入 . 

材料 特性 可 尺 在 单元 之 间 变 化 ,并 号 当 NMAT 是 不 同 材 料 数 以 及 NCON 是 材料 常数 的 
个 数 时 , 就 要 定义 两 个 附 吉 数组 以 存储 材料 信息 . 

MAT{20) = ”材料 数 ( 每 个 单元 必须 有 一 个 表示 此 单元 材料 的 材料 数 ) 

CON(5, 10) 之 ”材料 数 和 对 应 的 每 种 材料 的 数值 

边界 条 件 有 两 种 类 型 ,本 质 和 自然 .本 质 边 界 条 件 是 引用 一 些 标准 的 > 方向 上 的 4 和 > 方向 
上 的 o 以 及 温度 变化 8. 参 数 NBC 分 离 的 边界 条 件数 ,并 需要 下 面 的 数组 存储 本 质 边 界 条 件数 据 ， 
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МВС(25) = ШЕЯ 

МрОЕ(25) = НІЖ,1І->и,2->:,3->0 

DIS(25) = ИЯ ЕНЧА 
НЕОЛ ТЕР BUY Ва 130 о Mi. E LI A S F ЕН, iB ІНЕ ЕНДЫ. Ж 
据 表示 为 

结 点 数 , > 输入 .y 输入 ,垂直 于 直面 的 热流 
即使 所 有 的 自然 过 界 条 件 都 为 宝 , 对 应 NP 的 最 后 - "个 结 点 必须 作为 数据 输入 , 以 便 结 束 输 入 
过 程 . 

刚度 矩阵 公式 的 形成 开始 于 1200 行 , 1220 行 定义 了 整体 刚度 算 阵 的 大 小 .等 参 单 元 需要 
数值 积分 , 且 在 程序 的 1230 一 1290 中 定义 了 一 个 高 斯 积分 ( 见 题 6.1) .形成 整体 刚度 捧 阵 公 
式 的 FOR-NEXT 计算 循环 开始 于 2070 行 并 一 直到 2580 行 ,在 2084 行 调用 (GOSUB 4000) 并 
在 6620 行 返回 (RETURN 2400) 的 子 程 序 含有 稳定 状态 热 故 性 的 月 部 刚度 矩阵 的 计算 , 局 部 
刚度 矩阵 在 子 程序 中 形成 , 而 整体 刚度 甜 阵 在 2410—2570 行 中 组 合 而 成 . 

在 2800 一 2990 行 的 整体 刚度 失 阵 包括 位 移 和 温度 边界 条 件 . 边 界 条 件 的 包含 将 遵循 第 二 
章 题 2.13 中 介绍 的 概念 . 

使 用 一 个 在 3000 ИН А(СОЗОВ 9010) 的 高 斯 消去 子 程序 解 逢 阵 方程 [K]|x! = Н.Т 
程序 包含 在 9000—9390 行 中 并 返 可 到 3300 行 .在 第 一 章 中 讨论 了 高 斯 消去 法 , 并 在 题 1.16 中 
说 明 所 使 用 的 方法 ， 

每 个 结 点 和 单元 的 位 移 和 温度 结果 在 3310-3450 行 中 被 打印 出 来 , 3310 一 3330 行 给 出 
一 个 所 有 结果 的 快速 输出 .3350 一 3450 行 允 许 输 出 每 个 单元 中 每 个 结 点 上 的 结果 ， 

在 3470 行 调用 了 一 个 计算 应 力 和 温度 流 的 子 程序 (GOSUB 7000). 7000—8240 行 中 包含 
了 计算 应 力 和 温度 流 并 输出 结果 的 子 程序 . 

对 构造 局 部 队 度 失血 和 计算 最 后 单元 结果 的 子 程序 的 另外 讨论 是 必要 的 .通过 修改 这 两 
个 也 程序 和 定义 局 部 刚度 乱 阵 变换 的 子 程序 ,此 计算 机 原 程 序 能 适合 具有 任意 自由 度 的 问题 ， 
局 部 刚度 矩阵 

局 部 刚度 短 阵 有 式 (A.3) 和 (A.4) 的 定义 并 包含 在 4000—6620 行 中 . 使 用 坐标 数组 和 连 
通 数组 , 在 4010—4040 行 中 定义 了 四 结 点 单元 的 坐标 .注意 子 程序 是 在 FOR-NEXT 循环 内 被 
调用 的 并 且 包 含 所 有 的 单元 (2070 行 ). 4050—4090 行将 刚度 征 阵 切 始 化 为 零 , 这 - : 步 是 必要 
的 ,因为 相同 的 矩阵 S(1,J]) 被 每 个 刚度 短 阵 使 用 .4200 一 4210 开始 一 个 进行 数值 积分 的 FOR- 
NEXT 循环 .数值 积分 和 几何 变换 遵循 在 题 6.9,6.10 和 6.11 中 详细 叙述 的 基本 方法 .插值 
(形状 ) 函 数 和 它们 的 导数 在 9800—9930 之 辣 的 子 程序 中 定义 , 并 在 题 6.4 中 推导 出 关于 一 个 
四 结 点 单元 的 情形 . 题 6.6 和 6.7 中 Jacobi ЛЕ 4270—4390 TEHE, 其 中 SIC, 了) 是 Jaco- 
hi 矩阵 而 SJIN(I,) 是 逆 矩 阵 . 与 愿 6.8 式 (b) 中 的 相等 的 形状 函数 导数 矩阵 在 4410—4530 之 
间 定 义 , 题 6.6 中 的 式 (h) 在 4550 行 中 定义 ， 

刚度 抢 阵 被 构造 成 一 个 12x 12 矩阵 并 可 用 程序 中 的 符号 写 为 如 下 

ше - [Kwi] _ [189710185 - [В5Т}[ВА]Ї[Р] ] 
0 [К] [0] [TST][DK1][ TS] 
式 (A,5) 可 直接 从 题 5.17 的 式 (o) 和 (p) 给 出 刚度 矩阵 的 推导 中 得 到 ,矩阵 [BS] 的 形式 如 同 题 
6.10 (а) Ж Гр) 6.10 PEREC], 并 且 [K,, 1 的 公式 的 形成 与 题 6.11 中 的 相同 ， 
和 矩阵 [BS],[D] 和 [BST] 在 计算 机 程序 的 4560-5020 行 中 构造 . 

使 用 9500—9630 之 间 的 子 程序 完成 所 有 的 矩阵 滋 法 . 子 程序 将 执行 [AM1[BM] = [CM] 
的 计算 ,并 且 要 用 5030—5260 行 设置 参数 , 同时 调用 两 次 子 查 序 计算 对 [K,, ] 的 作用 .刚度 算 
阵 中 的 [K。] 部 分 被 加 到 5270-5310 行 中 的 局 部 刚度 矩阵 , 其 中 它 也 被 DA, 题 6.6 中 的 式 
(h), 相 乘 .注意 刚度 矩阵 从 子 程序 中 返回 为 CM(CI,T). 


МЕ RER ГК, ] 部 分 相等 于 题 6.9 中 的 部 分 , 它 在 5400—5730 行 中 构造 并 被 加 到 


(A.5) 
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5740—5780 之 间 的 刚度 和 矩阵 之 中 .刚度 矩阵 的 [Ks ] 部 分 已 在 题 5.30 中 详细 讨论 并 在 5900- 
6210 中 构造 .注意 在 6030 中 使 用 了 在 形状 函数 子 程序 (9800 一 9930) 中 定义 的 形状 函数 .矩阵 
[Ks] 被 加 到 6220—6260 之 间 的 刚度 矩阵 ,6270 一 6280 完成 了 数值 积分 循环 .6400 一 6610 17 
包含 了 根据 题 5. 18 НЕ ИМТ ЖЕ ЕНЕ ЕЖЕЛ жн ИЕ ЕН). 

材料 常数 在 数组 CON{I, 了 中 定义 , 其 中 1 ESE S.J 是 材料 常数 .每 个 单元 有 一 个 材料 
数 ,并 作为 数据 在 660 行 中 输入 .刚度 矩阵 中 的 材料 数 在 2080 行 中 确定 . 热 弹 性 问题 的 材料 参 
数 确 定 如 下 : 

CON(L1,1) =E 

СОМ(4,2)-еОШ 6.11) 

CON(LI, 3) = Ф, 

CON(L1, 4) = E, (EN 6.9) 

СОМ(11, 5) = 8, 

СОМ(11,6) = 8,08 5.31) 
应 力 和 流 计算 

单元 结果 在 子 程序 中 计算 , 且 此 子 程序 在 3470 行 中 调用 并 包含 在 7000—8240 行 之 中 , 回 
顾 题 3.10 KRCA). 对 于 热 弹性 问题 , 是 根据 题 5.17 中 的 式 (k) 计 算 应 力 . 温 度 流 计算 为 
la} = 一 [k][B]191, 或 用 计算 机 程序 符号 表示 为 }FLX| = ~- [CONJ[ TS] | TEMP! .温度 流 在 
7960—8090 行 中 计算 .用 两 步 计 算 应 力 .应 变 STA 在 7780—7860 行 中 计算 .单元 应 力 在 
7870 一 7950 行 中 计算 .有 限 单元 内 部 插值 点 的 位 置 在 8100 一 8150 行 中 计算 . 
例题 

关于 题 5.18 的 输入 数据 包含 在 本 附录 尾 , 关子 位 移 和 温度 的 结果 在 宕 5.2 中 给 出 ,应力 
和 温度 流 可 与 分 析 解 比较 ,此 分 析 解 可 通过 继续 题 5.17 的 分 析 得 到 ， 

使 用 题 5,17 中 的 式 (e) 可 计算 出 应 力 : 


в = Сү + Ce, - В 


在 此 处 分 析 的 一 维 情形 变 为 
s-e% сю 和 goail 
КЛ 5.18 的 结果 得 到 


数据 
用 BASIC 语言 编写 的 程序 的 输入 数据 可 作为 程序 尾 处 的 DATA 语句 进行 输入 . 题 5.18 
的 数据 表示 如 下 .假设 有 一 条 单位 长 度 和 单位 宽度 的 材料 . 
DATA 10,4,4,13,3,1,6 (line 330) 
DATA 1,1,0 {coordinate array) 
DATA 2,0,1 (lines 460-540) 
DATA 3,.25,0 
DATA 4,.25,1 
РАТА 5,.5,0 
DATA 6,.5,1 
DATA 7, .75,0 
"АТА 8, .75,1 
DATA 9,1,0 
"АТА 10, 1,1 
РАТА 1, 1,3,4,2,1 


(connectivity array апа material number) 
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DATA 2,3,5,6,4,1 (lines 560-690) 
DATA 3,5,7,8,6,1 

DATA 4,7,9,10,8,1 

DATA 1,1,0,1,1,1,0 (material data, lines 730-810} 
DATA 1,1,0 (boundary conditions) 
DATA 2,1,0 (lines 840-920) 
DATA 1,2,0 

DATA 3,2,0 

БАТА 5,2,0 

DATA 7,2,0 

РАТА 9,2,0 

DATA 9,1,0 

DATA 10,1,0 

DATA 1,2,100 

DATA 2, 3,100 

РАТА 9, 3,0 

DATA 10, 3,0 

DATA 10, 0,0,0 {surface tractions апа flux, lines 1010-1150) 
10 REA STEADY STATE THERMOELASTICITY 

20 REM STRESST. BAS _ TSOPARAMETRIC ELEMENT 

30 КЕК FOUR NODE OR EIGHT NODE FORMULATION 

100 DIM CORD( 50,2), NODC20, 4), МАТ(20), СОН{5, 10) 

110 DIM NEC(25),NDOF(25),DIS(25) 

120 DIM TEMP(4), UELE(8), ЅТА(3), STR(3),FLX(2) 

130 DIM SK{50, 50), F1(50) 

140 DIM XG(3),WG[3),P(8),DEL(2,8),XJ(8),YJ(8) 

150 DIM 57(2,2), 57ІМ(2,2),58(2,4), BS(3, 8), BST(8, 3} 
160 DIM Г(3,3), BA{3, 2), DE{2, 2), Т9(2, 4), TST(4, 2) 

170 DIM 5(12,12) 

180 DIM Е(50),Х(50), ELDIS(50) 

190 DIM АМ(12,12), ВМ(12,12), СМ(12,12) 

200 DIM T(12, 12), TT(12, 12) 

300 REM 

305 GOSUB 10000 

306 REM RETURN FROM GOSUB 

310 REM 

320 REM READ INITIAL DATA 

330 READ NP, МЕ, NODE, NB, NDF, НМАТ, HCON 

340 PRINT” “ 

350 PRINT USING 8 Я # ОН7;НР, КЕ, КОРЕ, НЕ, NOF, NHAT, НСОМ 
360 PRINT МР =", НР 

370 PRINT ‘НЕ =“, NE 

380 PRINT “МОРЕ = “, NODE 

390 PRINT “NB =“, NB 

400 PRINT “NDF =", NDF 

410 PRINT “NMAT = “, NMAT 

420 PRINT “NCON = 7, NCON 

430 REM 
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440 PRINT” 

450 REM READ COORDINATE ARRAY 

460 PRINT “ COORDINATE ARRAY” 
470 FOR I= 1 TO HP 

480 READ N 

490 FOR J = 1 TO 2 

500 READ CORD(N, J) 

510 NEXT J 

520 PRINT “ЖОПЕ”, N, СОВО(М, 1), CORD(N, 2) 
530 INFUT “ RETURN TO CONTINUE CORD”,GO $ 
540 NEXT I 

550 REM 

560 REM READ CONNECTIVITY 

570 PRINT “ " 

580 PRINT” CONNECTIVITY 
590 FOR I= 1 ТОМЕ 

600 READ N 

610 PRINȚ ” ELEMENT #7, N 

620 FOR J = 1 TO NODE 

630 READ NOD М, J) 

640 PRINT ~ “, NODCN, J) 

650 NEXT J 

660 READ МАТ(Т1) 

670 PRINT MATERIAL %7,МАТ(1) 


680 ІНРІТ” RETURN ТО CONTINUE ELEMENTS”, GO $ 
690 NEXT І 

100 REM 

710 REM READ MATERIAL БАТА 

720 PRINT ” 7 

730 PRINT “ MATERIAL DATA” 

740 FOR I = 1 TÜ NMAT 

750 READ L 


760 PRINT MATERIAL 87,1. 

770 FOR J = 1 TO NCON 

780 READ CON(L,J) 

790 ЕБІКТ L, J, CON(L, J) 

800 NEXT J 

810 INPUT™ RETURN ТО CONTINUE MATERIALS, СО 5 
820 NEXT I 

830 REM 

840 REM READ ESSENTIAL BOUNDARY DATA 

850 PRINT ” “ 

860 PRINT ° ESSENTIAL BOUNDARY CONDITIONS” 
870 PRINT "NODE, DEGREE OF FREEDOM VALUE” 

580 FOR I= 1 TO NB 

890 READ NBC(I), NDOF(I),DIS(I) 

900 PRINT NBC(T), НЮЕ(І), 7 үймелер 

910 NEXT I 

920 INPUT “ RETURN ТО CONTINUE, GO š 


附录 Баға Ба ЕКІН 


185: 


1000 БЕМ 

1010 REM READ NATURAL BOUNDARY CONDITIONS 
1020 REM STORE IN LOAD VECTOR 

1030 PRINT ° “ 

1040 PRINT “ NATURAL BOUNDARY CONDITIONS” 
1050 READ NATNO 

1060 PRINT NODE =”, МАТНО 

1070 FOR K = 1 TQ NDF 

1080 READ FLUX 

1090 PRINT “BOUNDARY CONDITION ="^, FLUX 
1100 M= (NATNO— 1) + МОЕ + K 

1110 F1(M) = F1(M} + FLUX 

1120 NEXT K 

1130 INPUT” RETURN ТО CONTINUE В, С.7,006 
1140 IF МАТНО = NP THEN 1150 ELSE 1050 

1150 КЕМ NATURAL BOUNDARY CONDITION FINISHED 
1200 REM 

1210 REM BEGIN ТО FORM STIFFNESS MATRIX 
1220 NSIZE = NP * NDF 

1230 REM DEFINE XG AND WG FOR 2X2 INTEGRATION 
1260 XG(1) = - . 577350269 # 

1270 XG(2) = – XG(1) 

1280 NG(1) = 1 

1290 WG(2) = 1 

2000 REM 

2010 REM BEGIN TO FORM K MATRIX 

2020 FOR І = 1 TO NSIZE 

2030 РОВ J = 1 ТО NSIZE 

2040 ЅК(І, 7) = 0 

2050 NEXT J 

2060 NEXT I 

2070 FOR N = 1 ТО NE 

2075 PRINT "ELEMENT , N 

2080 L1 = MAT(N) 

2082 REM CALL GOSUB FOR LOCAL STIFFNESS 
2084 GOSUB 4000 

2400 REM ASSEMBLE GLOBAL STIFFNESS МАТВІХ 
2410 1-0 

2420 FOR JJ = 1 ТО НОЈЕ 

2430 HROW = (NOD{N, JJ) — 1) # NDF 

2440 FOR J =1 ТО NDF 

2450 HROW = NROW + 1 

2460 1=1+1 

2470 L= 1 

2480 FOR KK = 1 ТО NODE 

2490 NCOL = (NOD(UN, KK} - 1) * NDF 

2500 FOR K = 1 ТО NDF 

2510 NCOL = НСО + 1 

2520 5К(НЕОй, ЯСОҺ) = SK(NROW, NCOL) + S( I, L) 
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2530 L= L + 1 

2540 NEXT K 

2550 NEXT КК 

2560 NEXT J 

2570 NEXT JJ 

2580 NEXT N 

2800 REM ESSENTIAL BOUNDARY CONDITION 
2810 FOR N= 1 TO NB 

2820 I= NBC(N) 

2830 NPOW = (1 - 1) * NDF 

2840 IF NDOF(N) = 1 THEN 2850 ELSE 2860 
2850 NROW = NROW + 1 

2860 IF NDOF(N) = 2 THEN 2870 ELSE 2880 
2870 МЕОИ = NROW + 2 

2880 IF NDOF(N) = 3 THEN 2890 ELSE 2900 
2890 NROW = NROW + 3 

2900 Fl1(NROW) = DIS(N) 

2910 SK(NROW, NROW) = 1 

2920 FOR 1-1 TO NSIZE 

2930 IF J = NRDW THEN 2980 ELSE 2940 
2940 ADD = SK J, NROW) = DTS( N) 

2950 F1(J) = БІЛ) – ADD 

2960 SK(HROW,J) = 0 

2970 SK(J, NEOW} = 0 

2980 NEXT J 

2990 NEXT N 

3000 GOSUB 9910 

3300 RFM x + в ж PRINT NODE RESULTS к # x x 
3310 FOR 11 = 1 ТО NSIZE STEP 3 

3320 PRINT ІІ, ELDIS(ILI). II + 1,ELDIS(II+ 1), IT + 2, FLDIS(IIT + 2) 
3330 NEXT II 

3340 INPUT "HIT RETURN ТО CONTINUE ,GO $ 
3350 FOR Ñ = 1 TO КЕ 

3360 PRINT “RESULTS FOR ELEMENT”, N 

3380 FOR I=1 ТО NODE 

3390 M = NOD(N, Т) 

3400 MK = M x NDF 

3410 PRINT “NODE, 1," ү, TEHE” 
3420 FRINT М, ELDIS(MK- 2), ELDIS(MK - 1}, ELDIS(HK) 
3430 NEXT I 

3440 INPUT "HIT RETURN TO CONTINUE’, GO $ 
3450 NEXT N 

3460 REM COMPUTE STRESSES 

3470 GOSUB 7000 

3480 PRINT STRESS AND FLUX 

3485 НЕМ 

3430 STOP 

3500 REM END OF PROGRAM 

3510 REM 


нж 
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4000 REM QUADRILATERAL ELEMENT 
4010 FOR T= 1 TO NODE 

4020 XKJ(I) = CORD(NOD(N,I),1) 
4030 YJ(I) = CORD(NOD(N, I), 2) 
4040 NEXT I 

4050 FOR I = 1 ТС NODE + NDF 
4060 FOR J = 1 Т0 NODE + NDF 
4070 S(T,J) = 0 

4080 NEXT J 

4090 NEXT I 

4100 NGAU = 2 

4200 FOR 1 = 1 TO NGAU 

4210 FOR 1-1 TO HGAU 

4220 G= XG( 1) 

4230 H = XG(J) 

4240 GOSUB 9800 


4250 REM GOSUB DEFINES GEOMETRY FOR TRANSFORMATION 


3260 REM FORM 2X2 JACOBIAN MATRIX 


4270 5151,1) = DEL(1,1) + (1) + DEL(1,2) + XJ(2) 

4280 53(1,1) = 611,1) + DEL(1, 3) + XJ(3) + DEL(1, 4) = XJ3(4) 
4290 SJ(2,1) = DEL(2,1) * 51(1) + DEL(2,2) * X3(2) 

4300 SJ(2,1) = 5702,1) + DEL(2, 3) % ZJ(3)+DEL(2,4) # XJ(4) 
4310 51(1,2) = 08001,1) + YJ(1) + DEL(1, 2) ¥ YJ(2) 

4320 SJ(1,2) = 57(1,2) + DEL(1,3)*YJ(3)+ DEL(1, 4) * үл(4) 
4330 SJ(2,2) = DEL(2,1) * YJ(1) + DEL(2,2) + ҮЈ{2) 

4340 SJ(2, 2) = 612,2) + DEL(2, 3) * YI(3) + DEL(2, 4) + Ү2(4) 
4350 DETJ =SJ(1,1) * Sd(2,2)- S3(2,1) 5251,2) 


4360 SJIN(1,1) = SJ(2,2)/DETJ 
4370 S3IN(1,2) = – SJ(1, 2)/ DETI 
4380 SJIN(2,1) = – 5Ј(2,1)/ПЕТЈ 
4390 SJIN(2.2) = 87(1,1)/0ЕТЈ 


4400 КЕМ COMPUTE SHAPE FUNCTIONS ІН CART. COORD. 
4410 FEM ZERO 5НАРЕ FUNCTION MATRIX 


4420 FOR M= 1 TO 2 
4430 FOR MM = 1 TO 4 
4440 SF(M, MN) = 0 
4450 МЕХТ ММ 

4460 МХТ М 

4470 FOR IT= 1 TO 2 
4480 FOR KK= 1 TO NODE 
4490 FOR JU = 1 TO 2 


4500 SF(II, KK) = SF( II, КК) + DEL(JJ, ХК) ж SJIN(II,JJ) 


4510 NEXT JJ 
4520 NEXT KK 
4530 NEXT 11 


4540 REM MULT. BY DETJ AND WEIGHT FUNCTIONS 


4550 РА = DETJ ж WG(1) + WG(J) 


4560 НЕМ В AND B TRANSPOSE MATRICES 


4570 FOR 11=ј TO 3 
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4580 FOR JJ = 1 TO 8 

4590 BS(II,JJ) = Q 

4600 NEXT JJ 

4610 NEXT II 

4800 JJ = 1 

4810 FOR II = 1 TO 8 STEP 2 
4820 В5(1,11) = SF(1,JJ) 
4830 BS(2, IT + 1) = SF(2, JJ) 
4840 В9{3, II) = SF(2, JJ} 
4850 BS(3,II- 1) = SF(1,JJ) 
4860 JJ= JI+1 

4870 NEXT ІІ 

4880 FOR II = 1 TO 3 

4890 FOR JJ = 1 TO 8 

4900 BST(JJ,II) = B$( II, JJ} 
4910 NEXT JJ 

4920 NEXT II 

4930 С2 = 1 – (CON(L1,2) * CON(L1,2)) 
4940 D(1,1) = CON(L1,1)/C2 
4950 D(2,2) <1Х1,1) 

4960 (1,2) = 101,1) + CON(L1, 2) 
4970 063,3) =CON(L1,1)/02 # {1 + CON(L1,2))) 
4980 0(1,3)=0 

4990 062,3) = 站 

5000 03,1) = 0 

5010 0(3,2) = 0 

5020 002,1) =D(1, 2) 

5030 FOR 11 = 1 Т0 3 

5040 FOR Jú = 1 TO 3 

5050 AM(II,JJ) = D(II,JJ) 
5060 НЕХТ JJ 

5770 FOR КК= 1 TO 8 

5080 ВМ(ТІ, КК) = BS(IT, КЕ) 
5090 НЕХТ КК 

5100 НЕХТ 11 

5110 LM= 3 


5140 GOSUB 9500 

5150 FOR II = 1 то 3 

5160 FOR JJ=1 TO 8 

5170 BM(II,JJ) = СМІТ, 27) 
5 


180 NEXT JJ 

5190 FOR KK = 1 TO 8 

5200 AM( EKK, IZ} = BST(KK, 11) 
5210 НЕХТ КК 

5220 HEXT TI 

5230 LM = 8 

5240 NM = 8 


Кж 偶合 稳定 状态 热 阐 性 的 计算 机 程序 编码 4189: 


5250 MM = 3 

5260 GOSUB 9500 

5270 FOR 11= 1 TÓ 8 

5280 FOR JJ = 1 TO B 

5290 S(II,JJ) = S(II,JJ) + (II, JJ) * DA 
5300 NEXT JJ 

5310 NEXT II 

5400 FOR II = 1 TO NODE 
5410 75(1,11) <5Е(1,11) 
5420 Т5(2,11) = 5%(2,11) 
5430 Т5Т{11,1) = Т5(1,11) 
5440 TST(II,2) = Т5(2,11} 
5450 NEXT II 

5460 DK(1,1) = COR(L1,3) 
5470 DK(2,2) = CON(L1,4) 
5480 DR(1,2) = O 

5490 DK(2,1) = 0 

5500 FOR II= 1 TO 2 

5510 FOR JJ = 1 TO 2 

5520 АМ{ІІ, JI} = ОК(І1, JJ) 
5530 НЕХТ JJ 

5540 FOR КЕ = 1 Т0 4 

5550 ВМ(ТІ,ЕК) = TS( II, КК) 
5560 NEXT RK 

5570 NEXT 1I 

5580 IM= 2 

5590 NM = 4 

5600 MM = 2 

5610 GOSUn 9500 

5620 FOR 1]= 1 TO 2 

5630 FOR JJ= 1 TO 4 

5640 BM( II, JJ) = СМ(11,17) 
5650 NEXT JJ 

5660 FOR KK= 1 TO 4 

5670 АМ(КК, IT) = TST(KK, IL} 
5680 NEXT KK 

5690 NEXT 1I 

5700 LM = 4 

5710 ИМ = 4 

5720 HM = 2 

5730 60808 9500 

5740 FOR II=1 TO 4 

5750 FOR JJ = 1 TQ 4 

5760 S(II+8,JT +8) = 5(11+8, +В) + CM( IL, JJ} * DA 
5770 NEXT JJ 

5780 NEXT II 

5900 BA(1,1) = CON(L1,5) 
5910 ВА(2,2) = CON(L1,6) 
5920 ВА(1,2) = 0 
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5930 ВА(2,1) = 0 

5940 ВА(З,1) = 0 

5950 ВА(3,2) = 0 

5960 FOR IT=1 T03 
5970 FOR Jd = 1 TO 2 
5980 AM{IT, JJ} = ВА(ІІ, JJ) 
5990 NEXT JJ 

6000 NEXT II 

6010 FOR II= 1 TO 2 
5020 FOR KK = 1 TO 4 
6030 ВМ(ІІ, КК) = P(KK) 
6040 NEXT KK 

6050 NEXT ІІ 

6060 IM = 3 

6070 ММ = 4 

6080 MM = 2 

6090 GOSUB 9500 

6100 FOR II=1 TO 3 
6110 FOR JJ = 1 TO 4 
8120 ВМ(ІІ,ЈЈ) = CM(II, JJ) 
6130 NEXT JJ 

6140 FOR KK = 1 ТОВ 
6150 AM[KK, II) = BST(KK, II) 
6160 KEXT КК 

6170 NEXT II 

6180 [M= 8 

6190 NM = 4 

6200 MM = 3 

6210 GOSUB 9500 

6220 FOR II= 1 708 
6230 FOR JJ = ) TO 4 


6240 S(IL JI + B) =S(II,JJ + 8)+ (СИ(11,02) # Dh) 


6250 NEXT JJ 

6260 NEXT II 

6270 NEXT J 

6280 НЕХТ I 

6400 ІМ = 12 

6410 ММ = 12 

6420 НМ = 12 

6430 POR II =1 TO 12 

6440 FOR JJ = 1 TQ 12 

6450 АМ(ІІ, JJ) = T(IIL,JJ) 
6460 ВМ(ІТ, J1) = (11,11) 
6470 NEXT JJ 

6480 NEXT II 

6490 GOSUB 9500 

6500 FOR II =1 7012 

6510 FOR JJ = 1 TO 12 

6529 АМ(11,44)- CH(II,JJ) 


6530 BM(II,JJ) = ТТ(11,14) 
6540 MEXT JJ 

6550 NEXT II 

6560 GOSUB 3500 

6570 FOR II = 1 TO 12 

6580 FOR JJ = 1 TO 12 

6590 S(II,JJ) = CM(II,JJ) 
6600 NEXT Jd 

6610 NEXT II 

6620 RETURN 2400 

1000 REM COMPUTF STRESSES 
7010 FOR Ñ = 1 TO МЕ 

7920 L1 = MAT(N) 

7030 FOR т = 1 ТО NODE 

7040 XJ(I) = CORD(HOD(N,I),1) 
7050 YJ( I) = CORD( NOD(N, 1), 2) 
7060 NEXT I 

7070 FOR Т = 1 TO NODE * NDF 
7080 FOR 2-1 TQ ЖОПЕ» NDF 
7040 5(1,1) = 0 

7100 ХЕХТ Ј 

7110 NEXT I 

7120 NGAU= 2 

7130 FOR IN = 1 Т0 NGAU 

7140 FOR JN = 1 TO NGAU 

7150 G = XG( IN} 

7160 H = XG(JN) 

7170 GOSUB 9800 

7180 REM FORM 2X2 JACOBIAN MATRIX 


附录 eE Eak ES) И БИЕДЕ ЫШ 


7190 SJ(1,1) = DEL(1,1) х XJ(1) + DEL(1,2) # (2) 

7200 SJ(1,1) = 81,1) + DEL(1,3) * XJ(3) + DEL(1, 4) x XI(4) 
7210 SJ(2,1) = DEL(2,1) * XJ(1) + DEL(2,2) + XJ(2) 

7220 51(2,1)- (2,1) + DEL(2, 3) + X3(3) + 08102,4) ж X7(4) 
7230 50(1,2) = DEL(1,1) * Y3(1) + DEL(1,2) «ҮД2) 

7240 S3(1,2) = SJ(1,2) + DEL(1,3) # ҮЛ(З) + DEL(1, 4) + ҮЈ(4) 
7250 51(2,2) = DEL(2, 1) * ҮЈ(1) + DEL(2, 2) * ҮЈ(2)} 

7260 SJ(2,2) = SI(2,2) + ПЕЦ?2,2) + YJ(3) + DEL(2, 4) + 7114) 
7270 DETJ = SJ3(1,1) х 5(2,2)- 8302,1) »51(1,2) 


7280 512,1) = SJ(2,2)/DETJ 
7290 571М(1,2) = – 51(1,2)/0ЕТЈ 
7300 SIIN(2, 1) = - 5J(2, 1)/DETJ 
7310 SJIN(2,2) = 57(1,1)/0ЕТЈ 


71320 КЕМ COMPUTE SHAPE FUNCTIONS IN CART. COORD. 
7330 REM ZERO SHAPE FUNCTION MATRIX 


7340 FOR M= 1 TO 2 
7350 FOR WM= 1 TÓ 4 
7360 SF(M, MM) = 0 
7370 НЕХТ MM 

7380 NEXT М 
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7390 FOR II=1 TO 2 

7400 FOR KK = 1 ТО NODE 

7410 РОВ Ј1=1Т02 

7420 SF(IL ЕҚ) = БЕСІ, KK) + DEL(JJ, КК) «5ЛІМ(ІІ,00) 
7430 NEXT JJ 

7440 NEXT KK 

7450 NEXT П 

7460 REM B MATRIX ТО COMPUTE STRESS 
7470 FOR II=1 TO 3 

7480 FOR JJ = 1 TO 8 

7490 BS(II,JJ) = O 

7500 NEXT JJ 

7510 NEXT II 

7520 JJ=1 

7530 FOR II = 1 TO 8 STEP 2 

7540 BS(1, II) =5Е(1,11} 

7550 В5(2,11 + 1) = SE(2,JJ) 

7560 BS(3, II) = SF(2,JJ) 

7570 В5(3,11+1) = SF(1,JJ) 

7580 JJ = JJ +1 

7590 NEXT II 

7600 С2 = 1 – (CON(L1,2) + CON(L1,2)) 
7610 041,1) = CON(L1,1)/C2 

7620 0(2,2) = 061,1) 

7630 0(1,2) = 101,1) ж CON(L1,2) 
1640 003,3) = СОМ(ІЛ,1)/(2 * (1 + CON(L1,2))) 
7650 0(2,1) = 141,2) 

1660 01,3) =0 

7670 0(2,3) = 0 

7680 0(3,1) = 0 

7690 0(3,2) = 0 

7700 可 = 1 

7710 FOR I = 1 TO NODE 

7720 М = NOD(N, I) * NDF 

7130 TEMP(I) = ELDIS(M) 

7740 UELE(J) = ELDIS(M — 2) 

7750 UELE(J + 1) = ELDIS(H- 1) 

7760 J= 1+ 2 

7770 NEXT I 

7780 FOR I = 1 ТОЗ 

7790 STA(I) = 0 

7800 STR(I) = 0 

7810 NEXT I 

7820 FORI=1 703 

7830 FOR J = 1 TQ 8 

7840 STA(I) = STA(T)+ BS(I, J) + UELE(J) 
7850 NEXT J 

7860 NEXT I 

7870 FOR І= 1 TO 3 
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7880 FOR J = 1 TO 3 

7890 STR(I) = STR(I) + D(I,J) * STA(J) 
7900 NEXT J 

7330 NEXT I 

7920 FOR І = 1 ТО NODE 

7930 STR(1) = STR(1) + CON{L1, 5) * P(I) * ТЕМР(Ј) 
7940 STR(2) = STR(2) + CON(L1, 6) + P( I) # TEMP( I) 
7950 NEXT I 

7960 FOR 11 = 1 ТО NODE 

7970 TS(1,II) = БЕ(1,11) 

7980 TS(2,IT) = SF(2, II) 

7990 NEXT II 

8000 FOR J = 1 ТО NODE 

8010 TS(1,J) = Т5(1,7) + CON(L1,3) 

8020 TS(2,J) = TS(2,J) * COR(L1,4) 

8030 НЕХТ J 

8040 FLXK(1) = 0 

8050 FLX(2) = 0 

8060 FOR С = 1 ТО NODE 

8070 FLX(1) = FLX(1) — 7501,7) + TEMP(J) 
8080 FLX(2) = FLXX2)- 7502,7) ж TEMP J) 
8090 NEXT J 

8100 X= Ü 

8110 Y= 0 

8120 FOR І-1 TO NODE 

8130 X= X+ P(I) * XJ(1) 

8140 Y= Ү+Р(І) * ҮЈ(І) 


8150 NEXT I 

8160 PRINT “ELEMENT”, N 

8170 PRINT ` Х=”,Х, “ Y=" Y 
8172 PRINT “ STRESS X =” ,STR[1) 
8174 PRINT” STRESS Y=", STR(2) 
8176 PRINT” STRESS KY=  STR(3) 
8190 PRINT” TEMP FLUX X =", ЕІХ(1) 
8191 PRINT ~ TEMP FLUX Y =“, FLX(2) 
8200 INPUT “RETURN TO CONTINUE, 0059 
8210 NEXT JN 

8220 NEXT IN 

8230 NEXT K 

8240 RETURN 

9000 REM GAUSSIAN ELIMINATION 

8010 N = NSIZE 


9020 FOR I= 1 TON 

9030 ELDIS(I) =0 

9040 NEXT I 

3050 J = 1 

9060 ЛА = SE(J,J) 

9070 FOR І= Jj TON 

9080 IF АА = 0 THEN 9090 ELSE 9110 
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9090 PRINT “ZERO ОМ DIAGONAL, ROW ,J 
9100 STOP 

9110 REM 

9120 SK(J, І) = SK(J,1)/AA 

9130 NEXT І 

9140 F1(J) = F1(J)/AN 

9150 IF J = N THEN 9280 ELSE 9160 
9160 K=J+1 

9170 C= БК(К, Ј) 

9180 IF C= 0 THEN 9230 ELSE 9190 
9190 РОКІ = Ј ТОМ 

9200 SK(X, I} = ЅК(К,1) — Cx SK(J, 1) 
9210 МЕХТ І 

9220 F1(K) = F1(K)- Cx Е1(Ј) 
9230 К= К+ 1 

9240 IF К> М THEN 9250 ELSE 9170 
9250 REM, START ANOTHER LOOP 
9260 J=J+1 

9270 6070 9060 

9280 REM COMPUTE ELDIS 

9290 ELDIS(N) = F1(N) 

9300 J=1 

9310 HN= Н- Ј 

9320 ELDIS(NN) = FLCNN) 

9330 FOR I= NN TQ N-— 1 

9340 ELDIS(NN} = ELDIS( NN) — SK(NN, I + 1) + ELDIS(I + 1) 
9350 NEXT I 

9360 Ј= J+1 

9370 IF NN = 1 THEN 9380 ELSE 9310 
9380 КЕМ SUBROUTINE FINISHED 
9390 RETURN 3300 

9500 REM MATRIX MULTIPLICATION 
9510 FOR IM = 1 TO IK 

9520 FOR JK = 1 TO NE 

9530 CH(IM, JM) = 0 

9540 NEXT JM 

9550 НЕХТ IM 

9560 FOR IM = 1 TO IN 

9570 FOR JM = 1 TO NM 

9580 FOR КМ = 1 ТО ММ 

9590 СМ(ІМ, ЈМ) = СМ(ІМ, ЈМ) + AM(IM, КМ) * BM(KM, JM) 
9600 NEXT КМ 

9610 МЕХТ ЈМ 

9620 НЕХТ ІМ 

9630 RETURN 

9800 REM GOSUB FOR 4 NODE ELEMENT 
9810 Р(1) =(1-G-HB+ Q *H)/4 
9820 Р(2) =(1+G-H-*H)/4 
9830 P(3) = (1 +G+H+G=*H)/4 
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9840 P(4)=(1l-G+H-G*H)/4 
9850 DEL(1,1) = ( - l+ ñ)/4 
9860 DEL(1,2) = – DEL(1, 1) 
9870 DFL(1,3) = (1 + B)/á 
9880 DEL(1,4) = —DEFI(1,3) 
9890 DEL(2,1)=(-1+6G)/4 
9900 DEL(2,2)=(-1-G)/4 
3910 DEL(2, 3) = - DEL(2, 2) 
9920 DEL(2,4) = —DEL(2,1) 
9930 RETURN 

10000 BEM GOSUB FOR TRANSFORMATION 
10010 FOR I = 1 TO 12 

10020 FOR J = 1 TO 12 

10030 T(L J) = 0 

10040 NEXT Т 

10050 МЕХТ 1 

10060 T(1,1) =1 

10070 Т(2,2) = 1 

10080 Т(3,9) = 1 

10090 704,3) =1 

10100 7(5,43 = 1 

10110 (6,10) =1 

10120 7(7,5) = ` 

10130 T(8,6) =: 

10140 749,11) =1 

10150 Т(10,7) =1 

10160 Т(11,8) =1 

10170 (12,12) = 1 

10180 FOR I=1 TO 12 

10190 FOR J = 1 TO 12 

10200 TII, J) = T(J, 1) 
10210 NEXT J 

10220 NEXT I 

10230 RETURN 306 


12000 ПАТА 19,4,4,13,3,1,6 

12010 DATA 1,0,0,2,0,1,3,.25,0,4,.25,1 
12020 БАТА 5,.5,0,6,.5,1,7,.75,0 

12030 ГАТА 8,.75,1,9,1,0,10,1,1 

12040 DATA 1,1,3,4,2,1 

12050 DATA 2,3,5,6,4,1 

12060 DATA 3,5,7,8,6,1 

12070 DATA 4,7,9,10,8,1 

12080 РАТА 1,1,0,1,1,1,0 

12090 DATA 1,1,0,2,1,0,1,2,0 

12100 DATA 9,1,0,10,1,0 

12110 DATA 1, 3,100,2,3,100,9,3,0,10,3,0 
12120 DATA 3,2,0,5,2,0,7,2,0,9,2,0 
12130 DATA 10,0,0,0 


